mm 





Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



^Beitrag 

jwr %ntc$tation 



bet 



Sfctccattfdjen ©letdjttttfi. 



i 



©reifStoalb 1862. 

6. 3t. Äo<f)'8 »eriogSsSa^^mblmtg 



iE*. Jtmlfe. 



'st: 



Diaitized 




Digitized by Google 



♦ ■ 



m iä) bie in ben folgenben ©Ifittcm gegebene Shtflofung ber 
oon bem (£onte ©iacomo Otfccati im Sa^re 1722 ben 9lnaltyften »or* 
gelegten £)ifferentialgleitt)ung fanb, mar e8 mir unbefamtt, ba[j £err 
9>rof. Kummer bereits im 12. 33anbe beö Grelleren SbuntaÖ (@. 144) 
eine Sluflofnng berfelben ueröff entließt, unb £err 9>rof. Deimling in 
etner 1854 herausgegebenen (Sdjrift für particulare 3ntegrale berfelben 
noä) anbere SntegralanSbrütfe enmritfelt Ijat, als f<$on üon bem <5rfteren 
angegeben. (Stoß 9lä$ere über biefe beftnbet fta) in ber Slmnerfung 
ju §. 27.) 

3)a eS mir HS jefct md)t möglich getoefen ift, Don biefen früheren 
Arbeiten ^?enntni§ gu nehmen, fo fn^le id) mid) beiben Herren, fo nrie 
bem £emt $rof. ®rrotert für bie mir geworbenen brieflichen 9JUt* 
Teilungen §n befonberem 2)anfe oerpffiajtet. 

$fta<$ biefen r)abc xti) abrr f ®runb gn ber ©Wartung, bafj in ber 
üorliegenben 9lb|aribmng ni<§t me^r ton fd;on früher Söefanntem oor* 
fommt, ald 311m 3toedfe bc9 3ufammenljaftge§ notf)tt>enbig ift. 

3. 33. ^atte bie 33e!jcmblung ber ©tetdmng ^ss^zx*»-* jnm 

$ljttl megbletben föimen, ba ber $udbrud tyreS SntegralS für ben 
allgemeinen gatt beö m nichts ^teueS bietet SDtefer aber ergiebt fu$ 
bort o$ne ©djurierigfeit, wä^renb bte fid) baran anfajliefjenben enblia>n 
SfoSbrücfe beS Sntegrolö für eine dtetye befonberer SBettye beö m fron 
einigem 3ntereffe fein bürften, wenn man aud> megen ber Langel* 
^aftigfeit ber £§eorie ber algebrai)a>en ©letdmngen nidjt im <5tanbe 
ift, bie in ben gormein angebeutete Sntegration allgemein in enblidper 

* * 

gorm au^ufüfjren. 
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<Die Kettenbrücke für partieulare Sntegrale ber ©leickung 

beten 33eröffentlickung ber 3wecf btefer 33latter kauptfäcklick ift, tonnen 
übrigenö auck mit £ülfe ber allgemeinen Sonnein, toel^e ®au[j in 
feiner 3lM;anblung: Disquisitiones generale» circa Seriem infinitam 

1 + + .... (Commentationes societatis regiae scientiarum. 

Cl. raath. Tom. II. a. 1812) für ben Quotienten zweier kWergeome* 
triften SReiken gegeben Ijat, erhalten werben, wenn man bie Kummer* 
f^en 9fteikenau§brücfe fennt Slber fo Diel ick weijj, ift hierüber bi8 
je&t 0li^tä oeröff entließ; unb ber oon mir eingefälagene 2Seg ift ber 
entgcgcngefefcte, ba tck juerft bie Kettenbrücke ftnbe unb auö biefen bie 
föetfyenauSbrücfe ableite. 

£u*lleid;t, baft er einiges Sntereffe gewahrt, ba er atö Swif^ 3 
ftufe siemliä) elegante ^äkerungSbrücke für ba8 y ber obigen ©leicfynng 
liefert — wrmittelft eineö SBerfakrenö, burä) welckeS iä) au<k bei anberö 
gefalteten Kettenbrücken intereffante JRefultate gefunben ^abe. 

£)en Kettenbrücken füre* unb tngx, ujeldje fiety auä bemSBoran* 
ge^enben unmittelbar ergeben, ljabe ick einen bejbnberen Slbfdmitt ge* 
wtbmet, um bie Kenntni& oon bem ©rabe i^rer donoergeng ju erlangen, 
o^nc loeldje ityre SBerwertkung j)roblemati)d; ift. (Sine anbere Strt i^rer 
(Sntwicfelung fann man nackfeken in ber Sttkanblung: „Wnafyrifcke 
Unterfuc^ungen über bie Kettenbrücke" beö £errn 9>rof. @runert unb 
in ben Notes gu ben Elements de geomCtrie »on Legendre, wo 
fie juerft »orfommeu. 

(Scklieftlick füble ick m ^ gebrungen, wegen ber ütcllctdt)t an mancken 
(Stellen unoollfommeneu gorm ber ©arfteUung um üftackftckt 3U Uttm, 
miewokl ick weife baf? oor einer ftrengen Kritif au$ bem erften 3*erfu<k 
auf bem literarifcken gelbe feine 9Jiilberung3grünbe entnommen werben 
fonnen, unb ick mm) gern beweibe, wenn ick bem Stabe! entgeke, 
SBakrkeit unb ©rünblickfeit kintenan gefegt $u kaben. 

Bernau, ben 10. 5ERat 1861. 

$Dt* fBetfafT*»« , 
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§. 1. 



(Sefct man in ber 9ticcatifc$en ®(eu$nng, mel$e in ber «Regel 
unter ber gorm 



2tfan fte&t $ierau<J, baß ed unbeföabet ber SWgemeinJeit frei flef>t, b=l 
anjunefcmen, weil ft# ber affgemeinere gaff jweier »ifffürlicfcen (Ion* 
ftonten allgemein bttre^ eine fefjr emfa#e Delation autf bem (enteren 
^erretten läg t. 

SBetf ferner bt'e Wormeln im gotgenben eine größere @Iegan$ an- 
nehmen, wenn man m— 2 für m fefct, fo »offen wir bt'e 9tiecatifä}e 
©lei^ung immer in ber ©efialt 



bargeflefft wirb, y = b- ! y, fo wirb biefelbe 



l' + y^abx*. 



1) 



fcenfen. 




fefct, fo er^ärt man bura) Differentiation: 





■ 
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2Bir »öden ba$er na<$ ber Integration ber ©leicfrung 1) au$ bic 
©I, 2) tu Den $erei($ unfercr ©etrat&tnng jtc^en. 



§. 2. 

9o n 

wir in ber @I. 1) u=xy, 3y= x — ^ fo wirb 
biefefbe 

da » 

4) x. 5x = ax' n + u— a 2 . 

£ieraue erfcäU man für xx, = 1 , u f u, = 1 ; °* I ^ - 0, au f da, 
=0 bie ®lei<$ung 

^l^rrax^^ + o, — n^, 

welche mit 4) odflig gtei<$ gehaltet tft, nur bafl — m für m ftettf. gnr 
Oisrx^i gfebt aber biefe, mie man fofort überfielt, eine mit 1) ttftfig 
glei$ gefaltete ®lei#nng, in metefcer — m für m ftc$t. 

£a$er tfl $ierbur<$ ber fotgenbe @a$ bewiefen: 

3ji in ben ©Teilungen 

tn + ui^O, fo er^cU* man e * n 3***9™* * cr e,tten 

au$ einem ^ntegrafe ber anbern, wenn man 

xx, = 1, xy+*iyi = l 

Sntereffant ijt au# no* bie ?orm, »ei$e ®L 4) für x«=t an- 
nimmt, oorautfgefefct, bag m<0 ». erhält nämlia) 

5) mt|° = at + u-u* 
inbem 

\u=xy, 

6) ) t ^ Ifll 
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§. 3. 

Söeoor nur jur Integration ber ©I. 1) übergeben, motten toir no# 
einige SRebnettonflformefo enftoufeln; nnb fefcen unter ber aSoranöfefcung, 

baf m f 1 <0 tft, 



2 



2>ann ift 

Ml 2 

9x ~ m +1 x ' d * 1 9 ax öx = ~~n7+T 1 l ' 
y ax = mfl 1 8Xl + nTH yi Xl öx » f nTpT yi 1 

^=-£71 *• "" +1 ^- l irny.- , *."" +,s *.-^- l *'" , " +,8y ' 

üttityin credit man bttr# ©nbflitntion in ber ©lei^nng 
bie folgenbe: 

4 2 2 

b* i. 

äxT f (in M)3- yi -m+l Xl 
(oi ~4" 1 ) i3 

»nb wenn man ffofo y,=^— ^ p .y 2 fefct: 



öy« a a« m -2+1 

Ox, + y * — (m+l)* Xl 



öx, • (m+1)»"' 
lieber eine s Jticeatif$e ®rei<$nng »on ber ©eftalt ber @t. 1). 

©^reiben »tr aber je&t y, für y. 2 , alfo — . y- 1 für jSy^ 1 

i 

unb beachten, baf a-%~ m + l = x~ l i% fo folgt, baf? btc ®lei<$ung 
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burcj ©nbftitutton »on 



in bte ©fet^unfl 



über<je$t, inbem 



aa m _11J 



flefefct tfh 3n SBejno, auf bie tt>iflfürli<$e tJonflante « muß man be- 
achten, bafj biefelbe ntc$t SÄufl nnb nur bann nea,atio fem Darf, wenn ui 
eine ganje 34* 

SBenn man jefct für x,, y, eine ä$nti$e (Snbjtitution oornimmr, 
mie mir für x, y gett)an l)aben, fo fommt man $u ber tötccah'fa)™ 



nnb fo oft man eine folcfce ©ubjtitution tt>tebert)oIt, offenbar immer tote* 
ber jn einer 9ticcatif<$en ©leicfcuna,, tn weiter ber (Deponent m tut 
SWöemetnen einen anbern 2Bert$ t)at, aU in ber oor$er(je$enben. 

2foä bem 9Sor$era,e$enben erhellt ba^er bie 9it$tt<jfett be$ folgenben 



SBennm + 1^0 ifl, unb au$ feine ber ©roflen in,+t, 

nia + l, m s + l f m 4 + l,...., m f + 1 oerf tfcwinbet, fo lä"fjt ft<$ 
anö ber ©Teilung 



ax 

jtet* bte @let<$unö 



7 i y 2 =ax«-* 



berfetten, mobet für jfebeö s 
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7) >< = r + 



4 m f+ 1 

1 k\ ( tte 1 



8) Xf=«f.Xf+, f , 



Die 

10) m^+i = mf+1 - 

gefegt »irb, unb fetne ber »tUfürltc^cn Qtonßanten a, a lt 
aa,...., a f »erf#n>i'nben barf. 2lnferbem bürfen bte « nur 
bann neßattb fein, wenn bte in mit entfpre$enbem Snber 
ganje 3«&* cn fmb- 



§. 4. 

3nbem wir und jefct bamtt bef$äfKa.en »ollen, bte ©rofen m,, 
a f , x„ y bnr$ m, a, x, y t anSjttbrütfen, ehalten »ir )ttn&ct>fl an* 
@U0): 

m m, m m 2 m_ 

alfo attgemein: 

m 

u > "'^ünTI ' 

fo bafi 

12) -I- 1 = — isqTT" 

gerner ergtebt fl<$ an* ©fet^nng 9) 

^-(m + l)* 1 ^-"(ST+T) 5, a3 -(In a fl) 2,, ••' Äf ~ (m^+i)» ' 
Die «Wnltipticatfon btefer ©Iettfungen gtefct: 
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_ *.Ct m .<X l m >.a2 m *....CCf-l m e -.i 

' { (m + 1) (m, + 1) (dl, + 1) .... (m,_i f 1) !* ' 
b. i. bur<$ ©ubjHtution au* 12): 

a a.ct m .€t l m t .^".....gf-iVi 

'"um + n 2m + * 3m + l em+jT~ *, 
H T '"m + 1 2m + l -(£-Dm + r 
ober watf baffelbc tji: 

13) A — a gW> <y l m 'tt2 m *»-«f-l ,W A-l 

ferner folgt auö bcn (Biegungen 8) unb 12): 

ober 

fcafrer, wenn man na$ ber Betty f=0, 1, 2, *-l fefct: 

i 

x = a.xi m +i, 

_i l l 

Xi w+i = a, . x 2 , 

i i l 

U. f. tt>, 
l 1 1 

unb wenn man btefe <SKete$ungett mit etnanber mitltfyftcirt: 

( j_ _j i i_ _j_ 

14) 

i _ *mhM _ ffw+1 _ tm+\ fm j i 

£ierau$ folgt: 

X xi - - - m - m - "' i 

ba&er mit ©erüeffttytgung Der @M1: 
1 x m 

X f ~ X f \ I . «•» . «, . <V"* . .... K e m ( . a, ' 
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gewer ergebt ft<$ auö 12 nnb 13: 

mH l =a («m + l)((6 + l)m + l) 

tktct t m A l i_ _ a _^ÜL. 

IdT+T X,~"(€IDfl)((€+l)m f 1) X e +1 

eubfltttttren wir nun btefe* in ber mit x f nmtttciptirten ©l. 7), fo 
ermatten nur 

*<y< = 1 + ( ^iw+T)1m^ : x ' f 1 yf +1> 

£terau$ fotßt, »enn man nad> ber SRetye «=0, 1, 2, 3, 4, € 
fett, bte fofoenbe ©leufcnna,: 

x > = 1 + I7(mFl) ;:1 + (iTHjT)(än : I) ! U+ <2m+T)(3m + l)- u 

ax m , 

+ -■• +^+i)T(£+ : i)iTl) : i**>*+f 

n>el#e bnr$ ermeiterttnö ber einzelnen fc$e«e be* ffettenbrnty* ber 
regten Seite in bte folflenbe überaßt: 

15) xy = 1 + ax"» : im + 1 + ax™ : |2m + 1 + ax m : {3m + H- ... . 

.... +ax"»:|«m4-l + ax»»:{[(f f l)m + l]x f+ iy f+ i. 

Dtefe ©lett&unfl gilt na# bem £e$rfafce beä »orißen menn 
(m< + l) fftr feinen SBerty be4 « bon e = 0 bttf «=« »erfännnbet, b. t\ 
na* ©I. 12), wenn für feinen SBerty beö e »on e=l bt« «=«+1 

1 

m=- 1 

tf*. 

§. 5. 

33etra<$ten mir je$t bte ©letifcnna 

öY _, „ 

fo tf* an* bem »ortgen §. tet$t etnjufefren, bafl 
XY= l +aX-»':{— m + i+aX"»: !-2m + l+aX-'»: !-3m + l+~. 
.... f aX-»:; -em + 1 + aX-*: (e H)m + l]X, + iY, f i/ 
wenn fnr feinen $Berty beö e t>on « = 1 hi* + 1 



*- «1* «°" ,W "' f *'" X m * *' ma « a «< «), «m 
-in für n> ftf»; «nb batf M, H ber ©f«*mi 8 

wirb an« ber ©fctynng 
,6) M, - 

f in — 1 

erwarten. 

i 

« rwettert man aber bte einjefnen Qrfc be* Äettenbrutfe* bur$ 
i— i;* to erpaft man ^ 

XY=1 ~ aX ~ m: In - 1 + tX— » : l2m — H aX-'«: 13m - 1 -f , ... 
+ s|«-l+«X— :|[(,+ l) B ~l]X f+1 T HI 

ber roteren ©ret$nn 0 etn ffiert* für xy ^»or, wenn man X-' = x 

17) xy = ax«:|m--l+ax'»: i 2in--l + ax«:|3m-i -f .... 
.... + ax»»:{£m- H- ax-; + i) m >_ i] X , +1 Yf +1/ 

«ITZI* X 1V " tt ! A,M bttr * * unb a «««^nden ffnb. Da 
man ,ebo* na* bem Obigen X H erhält, *enn man m 14) X für x 
alfo x-i für x, nnb -m für m fefct, fo folgt: ' 

18) X, = x««->.« i «-i. ft2 Ä-^^j-jT^Zi^ 

»o nur not* (M l) für e gefefct *u »erben Brandt, nm X,+i bureb x 
auögebrwft $u ermatten. 1 v -i 

<£ben fo ergtefct fta) : 

19) A, = a — ' 

(<in-l)* " i 

Stttmerfung. ©te tn btefem §. erratenen Hefultate ergeben ftd) 
au*, wenn man bte ©Iet*ung 15) tn SBejug <wf al* un- 

Mannte ©r*ße anfTöft nnb bann x für x, +l , y für y ffl , m für m f+ i 
fajreiW, attfbann aber auf batf xy betf oortgen §. ben tn $. 2 fcewtefenen 
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$e$rfa& anwenbet. Dtrect erhält man bie formet 17) bur$ bte @ub- 

-i- a 

fh'rution oon x=xi m - | ; y = ^zT.yi _1 in 15). — £>ur# bte gebaute 

Umfe^rung ttnb @u&fh'tution ergtebt ft<$ ferner ein jweiter ©ewet* be* 
erwähnten ?e$rfa$eo\ 

§. 6. 

Raffen wir je$t bte in §. 4 unb $. 5 gefunbenen 9tebuftton<Jfortnetn 
fcicr nufammen, fo $aben wir gefunben, bafl bte ©feid)ttng 

e y 

bur$ bie formet 

20) 

xy=:(l±l)l ax«:iai±l +ax":;2mil + ax"«: j3m + 1 f .... 
.... 4 ax"»:ifm+ 1 + ax»:;L(£ I Dmi ljXY 
auf bie ©lei($ung 

awritetgefü^rt wirb, wobei jeboefc mit 33ejie$ ung ber oberen 
unb unteren 33or$ei<$en für fein «=0 hic £=£ + 1 

fein barf. 

Die Regierungen $n>if$en a, A, x, X, m, M finb, wenn 

21 > . m '= £ nTJl 

gefegt wirb: 

. «"»«i"' .«2 m ' ....a f m f 

22) A • <(« + l)m + l)* ' 

23) M=II , +1Ä( _-"L_, 

26) . 

X = xU+D«±i.« ±1 , aj m±l , ßJ " *m±l ,„ #af «.±1 f 

wobei ctf <ti, tu*, ....«, winfürli$e (£onftanten be)et$nen, 
welc&e ni#t »erfcfcwinben unb nur bann negatio fein bur* 
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fcn, wenn bte m mit entf>re<$e nbem 3nbex gange 3a$lcn 
ftnb. 

§. 7. 

33etra#ten xoix nun jnnäc$ft ben gatt, baß m = j — 2 ift, fo er* 
$alt man and 23) 

M L±?_= — l, M-2 = 3; 

_ s 4- 1 

au$ 21): 

(c ±_l)m±i 1 

km±'l — k + 2 

golgltifc ermatten tt>i'r, wenn nur jugtetefr £—2 für « fefccn, 
btc SReTatton: 

xy = i(1 + l)+ax^:i+ — +ax^:|+ — + «x ':{ + — » 

T - ..2. Ti .1 



• •• 



• • 



fax ':l±- + ax ':{±-XY, 
ober »atf baffel&e tft: 

24) 

t 1 f j r 1 f—2 T-£ 3 

iy=i(l±l)±« ':{— -+»x ':| --+ax 'I - + 

i-2 T - 1 
aV ':{- \ ax -XY 

jnnfc&en ben betben ©Übungen: 



»ooet 

i i i 

A = ae 2 .tt '.«i '-».«2 f - 2 ...af~a 



i 
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# 

a« fefcen ifh 

jtub alfo bie beibcn ©rupoen oon fällen, in welken btc De- 
lation 20) nur beföräufte ©üftigfeit $at, burc$ 24) auf ben einen gatl, 
t>af? m=— 1 iß, jurücf geführt. (£$ wirb biefer ba$er weiter unten $u 
näherer Betrachtung fomtnen. 

§. 8. 

33emerfen$wert$ ijt noc^ bte Relation , welche ft<$ auc? §. 6 für 
m = 0 ergiebt. 2Bir $eben btefen gatt befonbertf beftyalb fceroor, weil 
fi$ auc$ fpäter geigen wirb; baf er oon ben übrigen ju fpnbern ijt. 

2ftan ftnbet für it)n o$ne befonbere «Witye 
25) xy = .J(iH)±a:ll +a:{l + a:U +....+a:|l +a:{XY, 
wo, ba 

M = 0, A=a|, X=x± l .a- 1 .ai- 1 .aa- 1 ....a f 1 

i% Y auO berfelben Riccatiföen ®(ei$ung beftimmt werben muß, wie y. 

£)bgfei<$ alfo bur$ unfere gortneftt für m = 0 bte 9tfccatif$e 
©fetefcung nic$t auf eine anbere gurücfgefttyrt wirb, fo Iäfjt fte ftcfc bo$ 
benufcen, um ein Sntegrat berfelben §u finben, wie fogIeu$ gezeigt 
werben fofl. 

Rehmen wir nämli<$ bte oberen 3ei<§en unb fefcen a = ai=a 2 
= ....= a* = t, fo ift X=x, alfo XY=xy; — oorauSgefefct, baß man 
in ben beiben in 33erraej>t fommenben ®lei<$ungen biefelbe Qfonjlante 
nimmt. 

Die ©Teilung 25) wirb ba$er 

xy = l + a:|l + a:{l + a:{l + ....+ a:{i +a:|xy; 
ober wenn man ben eten 9tä$erun8$bru($ be* flettenbrtt($e$ 
1 +a:ti f a:|l+a:U + .... bttr* jjj- beseitet; 

_ *y-Z« + aZ«- i 
xy ~ky.N f +aN t _r 

$terau<J ergiebt fld) 

2xy . Nr = (Z f — a.N*-i) ± ^4a~X_i N f + (Z, — a.N„i)* 
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3n bcm in SRebe fte&enben flettenbru<$e tfi aber Z,_i = N,; 
ebenfo Z,=N f+ i, forgti$ Zt=P, +a.N,-i, l f -a.N f _i = N«. 

Daber bur# <3ubßitution 

2xy . H r = N, dfc V4a.N,* + N7* 
©♦ t. : Die ©Teilung 

26) 2xy = l + V4äTl 

ijt ein integral ber (Steigung 



Dtefe Slufldfung bat jebo# nur Realität, wenn 4a + 1 — 0 ijt, 

Ötebt überhaupt nnr $»ei particuläre 3ntegrate. — ®* fab biefe wtt 
benjenigen oon gleicher Sorot, wel"tt)e man buri$ Sluftöfung ber <&l. 25. 
für bie unteren 3ct$en erhält. 

Dabei bleibt e<J ööttig ba^ingejicttt, wel^eö ba<J reelle 3ntegrat für 
4a + 1 sO fei; nnb ift biefetf au# nic$t au* ber Ol. 25 ju abötra$iren. 



$. 9. 

ijt aber lei$t, ba* integral ber gfticcatiföen @feic$uug für 
m=0 auf einem anbereu SBege gu ftnben. Denn in biefem gatte tfi 
bie GK. 4) 

unb hieran* folgt bie ©(eityung 

3x au 



x a f u — u 2 

in melier bie oeräuberlic&en ®röf?en gefonbert jtnb, fo ba§ bie 3nte* 
gration feiner @($u>ierigfeit me£r unterliegt. 

SDian erhält au* \%x bie folgenben atigemeinen Sntegrale: 

I. 4a + l>0: 

IT V4a + T+ (1+ V r 4äTi)Cx±V" c + ' 
27) 2xy ~ l + Cx>V*TfI ; 

II. 4a + 1 = 0: 
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28) xy ""' *" C f lx ; 
III. 4a + l<0: 

29) 2xy=l-V-4a--T.tng.|C f » V ^a- 1 . Ixj ; 

»o C eine wtü*turft$e Gfonftante be$ei$net. 

•» 

SBte man foglei« überfielt, enthält bie ©L 26) baö particuläre 
integral, welche* man auö ber ©lei^ung 27) für C^O nnb für C-^oo, 
autf ber ©fei<$ung 28) aber für C=a> erhalt. 

§. 10. 

2Btr |aben tu §.8 gefe^en, baf, wenn m = 0 tft, jeberaett au$ 
M=0 fem muß. (Jbcnfo erhellt au* ber $ormel 23) M=^ - + ^ -- f 

auf ber ©teile, bafj, wenn M=0 fem fott, m=0 fein muff, fo bafr e* 
ma)t mögli# ift, eine 9liccatifä}e ©lcic$ttng mit einem anberen m auf 
bi'efe jurücf $u führen. 

ferner fönnen bie Kenner ber 2$etlbrüc$e betf Äettenbru<$cd in ber 
©leidjmng 20) nur bann für irgenb einen SBertlj beö e »erfc^winben, ober 
watf baffefbe tft, eö rann bie @röf?c sm 1 1 nur bann SJM werben, »enn 

m = + 'tft. 

9?e$men wir aber biefe (enteren ffiertye »on m unb ben 2Bert$ 
m=0 an<J, fo nähert für m^O, fi# *=- ( e +* m±i 9hm bi* g« 

jebem beliebigen ©rabe, wenn man nur ? grof genug annimmt, ferner 
f!e|t man antf 22) , bafj auc$ bic ©rofje A ber 9?ufl beliebig na$e ge- 
braut werben fann, wenn man « in* Unenbti^e warfen läßt, fo baff 
man fölteßlufc immer ju einem e fammen wirb, für welkes unb für 

alle größeren * bie Unglemjung V 4A + t>0 Statt ftnbet. <£* nähert 
jl$ atfo XY, felbfl wenn für einige 2Bert$e »on m eine Unterbred&ung 
ber (Stetigfett eintreten fottte, enblitf einmal berjenigen ©röfje, wel<$e 
man erhält, wenn man in 27) XY für xy, X für x, a = 0 fe$t, b. i. 
einer ber ©rdfjen 

Yv— CX vv L_ 

1 + CX ' A, "~ 1 +CX- 1 ' 

£a C eine willfürli^e Gonftante ifi, fo f*e$t etf frei, tn ber jwetten 

^ für C ju fe$en, wobur$ fte mit ber erflen ibentifa) wirb. SBelcfceu 



Digitized by Google 



SBerty nun auo) X fraben unb man bem C beilegen mag, fo ifl immer 

(JX __ 

■ 

@c0cn wir aber in ber @(. 25), waö offenbar frei ftefit, «i^-«* 

= c f:i ^ .... = «, nri unb a.* 1 für a, fo tft X -J . Wun tft 

e* offenbar erlaubt, wenn m pofttt» ift, bie wittfürti^e Gonftante « fo 

an$une&mcn, baß ^M; nnb wenn m negatio ift, baß *<l tft. Samt 

wirb offenbar für ma<$fenbe e LlmX^oo, alfo Llm.XY = l fein. 

SBcnben wir nun btefe* auf bie @reu$nng 20) an, fo folgt auö ber* 
fetben, baß bur# bie ©fett^ung 

30) 

x> = i (i + 1) + ax»' : {m + 1 + ax«: {2m + 1 f ax'» : |3m ± 1 i .... 

jwet 3ntegralc ber «Rtccatiföen ©feic$ung 1) bargefteflt werben, jebo# 
unter ber SBorautffefcnng, baß mit S3e$ie$nng ber oberen nnb nnteren 

Sorten m<$t in= + \ fei, wnn « eine »oftttoe ganje 3a$I ober Un* 
enblt$ bejeic&net. 

hiermit tft benn auc$ bte (Jonoergenj beö auf ber regten (Seite ber 
©Ietä)ung 30) fte$enben tfettenbrucfced nnter ber gemalten <£tnfc$ränfung 
tn 33ejug auf baö m erwtefen. 

» 

§. 11. 

SBegen ber 2Bi$tigfett ber @(ei(&ung 30) wollen wir ljier no$ einen 
imiten 33ewei$ für biefefte geben unb naa)weifen, baß btefetbe au$ 

bann no$ ©Mtigfeit $at, wenn m==0 unb 4a + 1^0 ift- 

I. (£$ fei überhaupt 

F = ai:{ai -f aa: |aa + «3: (as -f- .... + a t :[a e + ßf+i: \ot(±i 

ein f?ettenbru#, in welkem alle £$etf$ä$fer 
aud> atte £$etfnenner ai, a 2 , a 3 , ....a f mit 3lutfna$me bed testen a f+ i 
na$ befannten ©efefcen gebrtbet werben, wie groß mau auc$ s nehmen 
mag. 2)er ete 9Mf>erung$bru$ werbe, jebo$ nur unter ber SBoranö* 
fefcung, baß für a f unb a, bte tn SÄebe fte^enben ©efefc« no<$ gelten, 
Z 

bur<$ F f =ji^ be|eu$net. 
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äftbann tft naä> Mannten Vetren ibn bie ftettenbeiige 

i 

2)a mir ferner unter einem conoergenten äettenbrutfce einen folgen 
»erflehen, beffen fter SRä^erungöbrna; F, fia} einer befh'mmten enbli<$en 
©röfje i um fo mc$r nähert, je größer man baö f, nadjbcm etf einen 
befHmmten 2Bert$ Übertritten, annimmt, fo baf? bie 2)ifferenj ^ - F, 
ber 9tutf beliebig na$e gebraut »erben fann; fo i|t e<J War, baj?, wenn 
man ? f =h f .$ fefct, bie ©roße 6 t ftc$ für macfcfenbe s ber <£in$eit 
nähert. 

s iluo ber legten @teia)ung folgt aber Z f = $.tf f N f ; unb ebenfo if* 
Z,-i = *.ö,_iN,_i; alfo 

Za «9* N> 

n>o ber 2Jru$ ft# offenbar ber QHn^eit bitf ju iebem beliebigen 
@rabe nähert. 

@efcen mir aber in bem obigen SÜutfbrucfe oon F ben fi$ hieraus 
ergebenben 2öertf> oon Z f _i, fo mirb berfelbe: 

»ff I + «F-f 1 ' 

ÜRe&men mir jefct an, baf ber #ettenbru# 

Ff — a, : la, | « 2 : la 2 f « 8 : !a 3 + ... + : ja, 

conoergirt, fo folgt, baf ber 33™$ unb folgli^ au# ber ganje 

mit N - multioficirte ©ru$ ft<$ ber (£fn$eit nähert; baft atfo unter ber 
gemalten SSorauöfe^ung 

tfc mela)en SBerty au<$ immer a,+i annehmen mag. 

If. Um bie 23ebingungen ber Sonoergenj betf Äettenbrna)e« 
F = a,:{a, f rr 2 : !a 2 -f a 3 ::a 3 f.. 
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aufgufu$ert, fubtra^tren mir bte ®U\$un% F<=ö f .F oon ber (*tfetc$ttna, 
F f -|-i = Oi+\ .F ttnb ermatten F, 1 1 — F« = (0,+. 1 — 0 f ) F. SBetl nun 0 f +i 
unb ö f ft<$ oon einem befttmmten 2Bertye betf £ an betbe ber (£int)tit 
nähern, fafltf ber ftettenbru$ F conoergirt; fo erhält man a(6 Kriterium 
ber <£om>era,enj bcffclben, baf btc£tfferen$ F f +i — F, |t# ber ^uH alö 
©renge nähere, wenn s tn$ Unenbft$e wd($jt. 

$5eFanntlt(& tft aber 

§e$en mir ba$cr 

val. abs. (F f + 1 — F*) r=j f — va |. abs. f 1 , 

Nf Nf >i 

fo ijt bte Sebtttgung ber (£ont>ero,enj : Lim . A t — 0. 

£>t'efe 33ebtno,nncj fann nur erfüllt fem, menn oon etnem gewiffen 
SRertye be<J * an für jebetf s bte ©ebrngung i < j f , ober weil 



tft, bte 23ebuta,una, 



a t \\ — ^/f • val. ans. 



val. abs. < l 



erfüllt tft. 3ft <*& er b* e f c * 5 a &r fo fann man bte 23ebtna,nna, , baf 

J F .i n = 4 t • val. abs. -„ — • — ^ • — ^ — — ~ — - — 

ft$ ber SGnfl nähere, audj fo andbrüden, baf bte mit dt auf ber regten 
@ette bt'efer ®lei^unQ multtetpltrte ©röjj e ft# ber 9lntt nähere. 2)tefe 
gorberung tfl ieberjett erfüllt, menn für jebe* met<$e<J größer aU ber 
oben »erlangte ffierty tft, bte Unglett&ung 

val. abs. — w val. abs. -^g — — 

©tatt }at/ weil bann 

^4«^^. val. abs. j 

tft, eine Ungleichung, beren rechte, alfo aut$ Itnfe, (Seite ftc$ ber Wull 
na$ert. 
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JDte gebaute ftorberung tß afcer an# erfuhr, »meint m<$t nur fnr 
jebe^ *nbfi($e o alle auf ber regten ©eite mit <4 f multtcipftrten gactoren 
Wewer aj* bie <£in$eit finb, fonbern au* 

Lim.val.abs. a ^<l 

tfl. 2)enn fei P ber abfotnte SBerty beöjem'gen »on tynen, metyer m'$i 
Keiner al$ trgenb, einer ber übrigen tß, fo folgt/ bajj bie ©rofje 
4 t +m.i^4 9 .P* f?c$, votnn n »äcfcft, ber SRnlt alö Orenje nähert 

33ea$ten mir jefct no$, baf 

*ft, fo ergiebi ft$ bie 9tt$tigfeit be* folgenben @a$e*; 

2)t r Äettenbrn<$ 

• . - .. 

F = «, : 18! + a t : |a 8 + a 3 : |a» + .... 

iß conoergent: 

1) wenn 

2) toenn oon einem gewiffen 3Bert$e be* c an für alle 
cnbti$en e jngleicfc 

?£±ii^^n „„* «H-aNf+i == «^3 N f+ g 
— — > " nno — — ^ ^ ^ — ■ ■ > T — » 



ober 



aH-sNf.fi ^ o «... a*+2NH-i = a f +3^4-2 
— v — i nno — — ^ — w • . -— ; 

3) wenn oon einem gewiffen 3Bert$e be* s an jnglet^ 
— ^->0 nnb Llm.^^-X) 



-^ Nr <-2 nnb Lim.-^ r <-2 

ift 



§• 15. 



* 

3n>em »fr jeftt na<$ ben im vorigen §. entmirfeften $rincq>ien bie 
<£ont>ergena be* Äettenorn$e* 

2 
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äx« t (» ± 1 -Mx w :jÄm 4 1 + äx-» : 13« ±1 f .... 

prüfen motten, ffe$t e* frei, m o» botttt» anjune$men. 3Detttt ttenn m 
negatio ifl, fo brauet man nur bur* (—1) 3« erweitern, um ttt ben 
Sfreifoennern (- id) für in, otfo eine »ofttioe ®rbje, ju ermatten. <£oti- 
»ergtrt ba$er ber ffettenbrn* für jebe* »otfttoe m o$ne trgenb eine Gin* 
f*ränfung, fo gift boffelbe au* für b«< negotibe m. 

SBenn ferner m = Ö iff, fo conoergirt bflr ffettenbrn* offenbar, mentt 
ber bur* Erweiterung mit (+ D tyra ^erbor^ertbe ffettenbru* 

+ a:{Ha:;l+a:|l + a:|H ... 

conoergirt, in wettern alle Jt^eftnenner poftttt» ftnb. 

2BcI*en SBerty ba$er au* immer m $aben mag, fo (aßt ff* ber 
ffetteubru* überhaupt auf eine foI*e gorm bringen, baj wemgfUn« oott 
einem gewtffen 2Bert$e be* * an atte £$eifoenner poflttb ffub. Unb ber 
gauje ffettenbru* conoergirt jmeifelöo^ne , wenn btefer (e^tc £$etf 
beffelben conoergirt, in »eifern alte $$et(nenuer »ofttto ffub. 

SBir betrauten ba^er nur ben tyeil 

ax OT :|fm+l +ax"»:((e f l)m + l I ax™: ; (e + 2)ni±H- . 

beffelben al* für ff* beffe$enben Äettenbrn^ unter ber 33orau*fe$nng, 
baß alle fc&eitnenner beffelben »offrio ftnb, unb f>ejet*nen feine Näherung*- 
uenner na* ber SRetye bur* W, , M», » 3 » .» . äße»« Wef« Äettenbru* 
conoergirt, fo conoergirt, wie mir gefefcen $aben, au* ber obige. 

A. <?* fei ax n »>0. 3ft btc<J ber gaff, fo ftnb uotywcnbtg au* 
atte 9?ä$erungönenner poffti», weil H 1 =em±l>0 iff unb bte übrigen 
fcierautf na* ber gormel XU+i = (0 + k)m + l)JTt + ax w gebilbet 
werben, b. i. bur* äbbttion oon »offttoen ©rdfen entfielen. 2)a$er 
tjt in biefem gaffe bte erfte 8ebtngung oon §. 14. 11,3: 

i(f'+k)m:j:llMfc ^ 

ax^Ht-i 

für iebeö enblt*e k erfüllt. <£* ifl aber 

;(e f k)mi;l:Wjk i(g+k )m4:lli(g+k-l)m±l l ax".M* -i 
"ax'»fc7"~' ax- ^^Ke+k-DmillÄ*-! 1 ' 

i(£+k)mdtl}{(f+k— t)m±t\ - . ÄAft 
Da nnn - - ■ -j^* ff*/ wettn k »«*tt, m*t 

ax m • H*— 2 

ber Stoff nähert, fo iff, wel*em 2Bert$e au* immer ^7^3^^,^, 
ft* nafrera mag, ba btefer iebenfattö »ofttto ifl, au* bte gmeite für bte 
Qfonoergena erforber(i*e S3ebtngnng, baf Lim . 0 
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erfüllt. — SBenn m=0 ijt, fo borf man überaß wir bie oberen 93or- 
jeufren nehmen. - Vi t# alfo bewiefen, baf ber ff ertenbrn$ fte« con- 
»ergirt, »emt ax m > 0 ift. 

B. fei ax"> <0. Sterbet muffen mir jmei gaffe nnterföeiben: 

1. m > 0. fet c fo grof genommen, baf « m ± 1 — 1 + ax~ > 0 
t|L Dann ffnb aud> ^ , B,, H s , .... fämmfl«* > 1, alfo »ofttto. Denn 

M^emdblM; ^=W l +J(£ + l)m±t — HÄi + ax-Ml^l; 
|(M 2) m ± 1 -1 IWt+ax-tl, > tl a + ((e+2) m + 1 - i +ax-}Ä 1 >W,> 1 ; 

|(«+3)m±l-lHl3+ax»"W a >ll s + |(«+3)mdbl-l +ax"M»«>ir s >l; 

n. f. ». (Soff ber ffettenbrneb conoergiren, fo mnf nad> §. 14. II, 3. 
fnr iebetf k lud. k=oo ote Ungleic&nng 

l (g + k + Dm + lUfc +i _ 
ax m m ^ 

Ober, »eil nnnme$r ax w llk negatfo i(t, bie Unglei$ung 

l(* + k + l)m + l|.ItHi + 2ax«*t*>0 

erfüllt fein, ©eil ober, mie mir fo eben gefe$en $aben, allgemein 
Mni>Mt>l iff, fo ifl biefe Unglei^ung erfüllt, wenn 

K* + k + 1)10+1 + 2ax™)U*>0 

ift ober »enn 

|f + k + l|m±l + 2ax'»>0 

ij*. Sttan fann aber offenbar ber pofttioen ganjen 3«$l einen fo 
großen SBerty beilegen, oaf biefe Unglei^nng erfüllt tfl. Dann $at 
fle aber anty fnr alle Weren k loci. Iis a> <3tatt. 

Dtffralb conoergtrt na$ bem Obigen ber «ettenbrn^ ftctö, »enn 
ax™ <0 unb m ^ 0 tfl. 

n. m=e. 3» biefe» gaffe $*ngt bie (So«*rgenj be* fletten* 
bru#ee überhaupt oon ber (Jonoergenj be<J ffettenbrn$e* 

t:(l + a:|l+a:{l + a:(l + .... 

ab. 

(Sei jnnä$ft a=— \, fo tfl: 

2* 
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N 3= fl fl ~t aN, a=i^i. ? N 4 =N 3 + aN, = i - i = ,V 

u.f.w.; überhaupt: N f = ~\ wie ft$ t}ierau* leitet burc$ ben ©chluf 
*>on f anf (HD geigen fä§t. 

£ie «öebingung ber ßonoergenj geftaftet ft$ nun nao) $. 14. II, t. 

2' 2'H 
fein foff,-»a*« offenbar ber galt tft. 

£>al>er conoergirt ber flettenbruch für a= — | ober 4 a f 1 =Ö 

SBenn ferner 4a \\ nicht «Rull tfJ, fo ftety man au* ber aflflemei* 
nen 9Wation N ff . = N f +aN f _i, baf bie ©röfe N M i mit a jngfeich 
$u- nnb abnimmt. £)ie$ giebt tn SSerbtnbung mit bem 23orhergchenben, 
ba für 4a+l-o bie ®refje N f+ i für jebetf c »ofttio ifl nnb fich ber 
9tofl alc? ©renje nähert, bafj N, für jebeG c pofttib ift, toenn 4a + 1>0, 
nnb baf, n>enn 4a l- 1<0 tfl, ec? unenbtich »tele Sßerthe bon a giebt, 
für toefche bei trgcnb einem s ber 9?ä^erungönenher oerfchroiribet, 
jebenfatttf aber NV für jebetf ber ber Ungleichung 4a -f 1 <0 genügenben a 
»cnigflenö einen 3eta)en»e$fel oom ^oftttoen $um Stfegatioen erteibet. 

SBenn alfo 4a + 1>0, fo tfl N, für jiebetf e pofitio. £«her »irb 

bie Ungleichung (§.14. II, 3) 

* ■ Ii 1 */«' 

^ l ^-2 ober Nni + 2aN,>0 
erfüllt fein muffen, wenn ber ITettenbruch conoergtren fofl. . 

SSejeithncn mir aber ben SBerth, tt>ela;en N* für a- — ! annimmt, 

bura) N' f , fo haben mir eben gefet)en, baß N,>N' f 'tfl; nnb e* tfl au<J 
ber ©feicjnng N f = N,_i + aN f _2 auch War, baff bie Differenz N*— N', 
um fo grdßer fein nraf, je grdfer f tfl. SBet'I ba$er tft, 
fo fofgt, bafj Llm.N,>0 fein muß. 

3fl ferner für enMiche e 

N,|i.iH2a >0 ober N,:l|2a!>0, 
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fo ifl bi* Ungltufcung N*+i + 2aN f >0, eine gotgerung $ieraud je naty 
Um N f+1 > N* ober N,+i < N« tfl. Unb weil Um. N* =r Lim. N*h • - fltife 
fer altf 9ht(l ifl, fo tfl offenbar bte Uugletöuug N* +l f 2aN,>0 er- 
füllt, wenn bie Ungleichung l + 2a>0 erfüllt tfl. StteU tfl aber fowo&l 
für eilWi<$e e wie für * = oo ber gall, 1 +4a > 0, alfo 

1 > 2a > —2a, unb na$ ber «Borau*fe$ung (- 2a) potftio ifl. 

2)a$er conoergirt ber tfettenbrtt<$ ; au# für äße negatiten Sßertfre 

»0» a, wel$e ber SSebingung 4a+l~0 genügen. 

£af ber flettenbru<$ fnr 4a f 1 < 0 nt$t conoergirt, läfjt ftcfr au* 
beut S3or$erge$enben nicfct o$ne Umflänbe jeigen. SBeffoalb wir auf 
$, 20. »erweifen, au* »eifern £cruorge$t, bajj ber fletteubrucfc, wenn 
er conoergirte, einen imaginären 3Ber$ ''$$ttc,. watf offenbar unmög- 

M*- .... . „ 



gaffen wir je$t bte 8iefttltate be* oongeu § f jufatnmen, fo $aben 
wir gefunben, baf ber Äettenbrucfc 

ax m : im £ 1 + ax* : t2ih + 1 + ax« : |3m dt 1 + • - / 

für atte »oftttoen unb betf&atb au$ für alle negattoen m conoergirt, 
wen« nia)t für trgenb ein »ofttioetf gaujeö «, mir 33qtef)ung ber un- 
tern unb obern SBorjeu&en em±l=0 tfl, welchen SBerty aua) immer 
bte ®r$fjen a unb x $aben mögen/ unb baf er au$ für m = 0 con- 
oergirt, wenn 4a + 1 ^ 0 ifl. 

£a$er erhalten wir bur$ 2lnwcnbung betf in $. 14. I. gefunbeneu 
SRcfultate* auf bie ©leia^ung 20) ben folgenben <Sa$, weiter ber gan* 
jen ferneren Unterfu^ung ju ©ruube liegt: 

©et 9?tceatif$en <9lei$ung 
(1) ^+ I y*=ax'«^/ 

welche für xy — u bte ftorm 

."•i * ■ " ■ • . i , 

du 

(4) x ^ = ax* I- u-^a* • 



$at, wirb burefc bie beiben Ölleitungen 
3ij ur=xy= iiax-itmil + ax™:l2m + 1 + ax~:{3ui + H 
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32) B,=xy=ax'»: \m— 1 + ax"«: {2m—i + ax": (3m — l + 

0C«ü0t, jebtrt* fo, baf bte ®fct*»ii0e« 31) »ab 32) fetne 
®fi!t<0fett $atea, »ena m bcjte$anQ*»etfe bea ©Ieta)un- 

ör» m=— | anbm=+ ; eatfprto)t, tnbem « trgeab etne eab« 
Ito)e, ptfititt, ö**i«3«$l *e$eto)net. ferner flelten bte 
dKei'a) angin 31) unb 32) fär m=0 nur bann, »enn 4a + l~0 
ift. 

" . M*. . . 

3tfbem »fr je$t beabftn)ttgen, bcn eteft SRtyernagabrua) ber ta 
31) «ab 32) «Ratterten ffettenbrüa)e jn entwirfeln, »trb c* nfltytg fetn, 
Gtntge* über btefen ©egenftonb überhaupt »oraa* ja fö)t<fea; tnbem 
mir na* aatarKa) aaf ba* Stotymenbtgfte befa)rda!ea. 

33e$eta)nen »tr bea «ten 9tö$wng*brnö) beö eüjten ftettenbrna)a 

Fä«, : la, + ja, + « 8 : }a 3 f . . 

bnro) F,^', fo tf* noö) befannien froren aber bte Äettenbrnä)e aÄ- 

gemein 

.*„,., 

mobet l o =0, N 0 = l gefegt merben muß. 

$teran6 ergtebt jto): 

Z, =0,, Z2=or, .a t , Z a =a|.{a t a 3 -f a 8 } f 
• • ■ , ■ •> 

Z 4 = a, ♦ ia t a 3 a 4 + a,.cf 4 + a,,.«*, ! , 

Z 4 =«,.!a 2 a 8 a 4 a« + a,a 3 .* 6 + a 6 a 8 .« 8 + « 8 a 6 >, 

u. f. w. 

N, = a, , N 2 = a t a t + N s = a, a t a, + a t .cf, + a^of^ 

N 4 — a,a 2 a 3 a 4 + a,a 2 .a 4 + a,a 4 .<* 3 + a s a 4 .a, \ cr 2 a 4 , 

N A =a,a 2 a 3 a 4 a 6 + a l a a a 8 .c ft +a I a 1 a 5 .a 4 +a I a 4 a 4 ,a3 + a3a 4 a 6 .a t + a 1 .a 3 a, 

- a. f» m. 

iKan fte$t jnnääjft, baf l, tuttuer anö N,-, $er»orge$t, menn man 
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hierin alle 3nbice* um 1 er$o$t, utib bann ben erhaltenen $fo*bru(* 
mit«, mulripticirt 

jjerner ettyUt auf ber ©teile, baß, menn k eine pofltwe, ganje 
3a$t inet. «Ruit U^tttt, bte ©ummanben in N,, tccl^t in 33e|ttg auf 
bie fcfretfnenuer »on ber (e— 2k)ten Dimenfton finb, b{e fc^ertjä^er tn 
ber kten Dtmenfton enthalten; nnb baj* in beut Hnöbrutfe »an N f ©lie* 
ber, mettfce bie £$etfjä$ter nnb £$etlnenner in anberen 2>imettflonen 
enthalten, gar niajt »orfornmen fönnen. 

Untf anf batf allgemeine inbepenbente 33tfbung*gefe$ t>on N« nnb 
Z< nä$er einjulaffen, mürbe frier $u weit fiteren, obgleich e* megen fei- 
ner <£infac$$eit unb <£legan$ bemerfeitfmertfr ifh <£* gefrt aber and 
bem Obigen nnb ber ©leiäjung N f =a*N,^, +« f N^ nn|»eife^aft 
$er»or, baf , menn man bie ©imune ber OHieber in N f , met$e bie 
(B^2k)te JDrraeBfion ber i itnb bie kt* 2>tmenfi*n ber « enthalten, 

bura) 62* bejeiefcnet, allgemein bie @lei($ung: 

f t -l f-4 

33) G2* = a f . Ü2* + a,. Gz*_ 2 
<3tatt ftnbet. 

©efcen mir in biefer naa) ber ftetye «, «—1, «—2, «— 3,...«2k + t 
für c, fo ermatten mir: 

Gj*=a f .G^f«, .G 2 *- 2 , 

*-t *-2 f-3 

a*,<fe* = a,a t -, .G** + a,.a^.,.G#-t, 

t— 2 f— 3- f— 4 

a*a«-|.G«i-=:a*a^i t*~ 2 .Gj»* + a/a f -i G2*~2, 

... ■ . 

f — 3 f — 4 5 

a f a«_,at_2.G*ft3satac~,a,-2ac-,.<k* + a,a,_,a f - 2 .K*_ 3 Git- 2 , 

u. f. m« 

2*4-1 2fc 2t_l 

Ä,*,_,...a2*+ 2 62* = a f A,-,,,.,att-|-i l)tt|a t a M ....a2*+*»«2*+i G«*- a . 
©eruefft^ttgen mir je$t bei ber Slbbition biefer <9Ieic$nngen, baf 

2k 

\ Gf* = 02^4«^,,, »OS* 

' "**!■, . • '• 

ift, nnb Jeben, ma* fia) $eben I4ft, fo erhalten mir bie ©leiajnng: 

34) Ga* =a c a«-ia«-2....a2Hi ♦ «2«$«» w** 

2*-l 

+ a,a, ,8,-2.... 82*4 2-«2*+l ♦ G2fr-2 
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, {f. », » , ' • - I ! - * <. ' 



• - -- 



eine ©feufcirag, benn »ir un* jefct jur d nmttemns be* SöertM »on 
N« bebienen n>oflen. 



©eil na$ ber Definition ($. 17.) 



I. > > 



tfc fo folgt an* 34): / , 

©efccn »tv- .öfter tn oett @Keu$*MBeTi 31) 32) ax»5= «, ±l=n, 
fo ift aflfjeraeut a f =n + HD im© =a. 2 =a 8 = — = a / inbem in 
ber ©1.31) d=H 1 unb t'n ber ©U32) n=-^l öenommc* »trb» 



2>a$er 



1 —k(k L V 

a*ajt4-! m\a* 

mithin 

2Bct( nun ■' • . . ' 
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a, i f ~~ a,a f a,a, 



»'#/ fr frW: 

gut k=2 er$4ft man an« 34) imb er legten ©tettyntg: 



G 4 =s a,a,-i a 6 . o* + 2a*a fi _i ... a*, a,. «» + 3 . a f a,-i ... % , a,a v o* 



ober: 



+ 4a < a,-i...a 8 .a 4 a 3 as.a* + + («— 3)a,_3a,-4..»a 4 .«f s , 



* 2 V 1 , 2 , 3 j^-3_i 

G 4 -a a a 3 a 4 ...a f .« . + — - + + •••• + a ,_2a,-ia,l 

ifl o&er ottaemetii: - 

g J_ i «1_ , »l+»8 *s_ l 

8^18^ 28^4.3 2m 8 ' c 8f+i "** 8*+* ~8 f -|V 



- 2! » ' J 7 a > [iii ~ aTT*] + a * ~ 8^3] * 



G 4 — ^8384 ... 8f • 2qj8 

fc. t. 

_ * * — 3 e — 3 , 
— Ä * a 3 a 4 — Ä '*2m a ' < ai a 2 a*-i + ~ä7~' 

■ , (e — 2)(«— 3) 
=18,8^84 ..48*^.4. aia.lia; 

ob fr 
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< (.-2)(i-3) m ... . 4 

»4 — — ■ • •984*« .... 2 . O*. 

SBenn man anf biefc Seife fortfahrt, fo ftnbet man, bafj aßgemein 

35) G 2 * = (* — k> . a**i *Ht »*+3 • a * 

tft, »ooei bnrä) bie Cammer» mit «Hieran $p)tx auf Wannt* SBetfe 
^tnomialcoefftcienten be£ei$net »erben. 

£af btrfe ^ret^nng allgemeine @ülti«.feii |at, läft fta) fetyt attf 
folgenbe Sßeife jeißen. . 

©uofritnirt man narntto) au* i$r in ber @(. 33), fo erhält man: 

(«— k)*. a*+i a*+« .*..a,_* .a* = (« — k — 1)* . a*+i a*+2 ... a,_*_i . a f .a* 

nnb »enn man bnw$ a^ia* + 2at + 3...a*_*_i ,a* bMbtrt; 

(a-k)*.a # -*=(t— k — i)*.a f + (£— k — i)*_ia*; 
b. i. metl _ „ 

8,=« -l- fm— n -f kmf(f^k)m ^ a* + («— k)m, 
(t-k-1)* + (e-k- 1)*-! = (e-k)* 



p 1 «f _ » 



k)* . «w*=(e— Jfo + <•— k- l)t.(e— k) 1 



ober 



k)* . — ■*) k>. (c ~ 2k) m , 

ober mett a,^*-a*Ä(e— 2k)m ift, bie lb«ntffa)e ©Cetynnö 
(« — k) 4 . (f — 2k)m = (f— k)t . (e — 2k) m. 

SBeil atfo bie @(eta}nno 33) eine ibenttfä)e wirb, wenn man für 

G**/g«* nnb Gä4_2 bfe fiä) and 35) crgefcenbm SBertye fefct, fo folgt, 
baf biefe allgemeine ©ürti'öfett $at*). 



•) Jhtfrft man G2*+« bnra) Ke ®(cia)ung 34) au<J, tnbem man barin auf 
ber red)ten Seite au« 35) frtftitnirt, mtb fnbfKtnirt bann an* auf ber linfen Seite 
au« 86), fo erlitt man, tonn man nodj We @leid)»n0 bur$ a*+«... .a f .oM» 
blnibfrt, We ©leiajuno. 



1 1 
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2Btr wollen ferner bnr$ G*k bie ©nntme ber ©lieber in beut 9t ä- 
^ernngsjä^ler 3* bejewfcnen, wetd)e bte 2$eifeeniier in ber (t—2t-l)ten 
Dtmenfton unb bte ü^ertjä^ler in ber (kfl)ten Dintenflon enthalten. 

Sllöbann entfielt na<$ §. 17» offenbar an« wenn ntan btefe* 
mit a ntttlttpttctrt nnb alle JJnbice* ber S^eilnenner bte <£tn$ett 
erWc. <£*iftba$er . 

36) — k - i)*.aA+«a* +3 a* + 4....a,-*.a*+ 1 . 

»aejbem auf btefe SGBetfe G** nnb ©a* befttmmt ftnb; erfretft aber 
au$ au* bem in $. 17. ©efatfen anf ber ©teile bte VHütiaHit ber 
betben folgenben ©lei^ungen: 

t e t i 

Z f = 0 O + ® 4 + C5 4 -f <5 6 -f , 

N f = G 0 +G Ä + G 4 + G„ + , H 

»»»••■ • ■ i 

in werben bte 9W$en anf ben rechen (Seifen enMitJ (inb. 

* * 

JBenn wir ba$er je** an* ben ©le^nngen 36) nnb 35) fn&IKttttreiv 
fo erhalten wir: 



(e-k-l)H-i _ ÖO*_ (k-f Dt 

a*-M . a/-t«<-*+i»..ar a*+it*+2 .... a2*+a a*+«a*f3.«*»a2*4-3 

• • » » . ...*'». i,. ...'» ■«( 

(£-k-3)* 



. (e — k— 2)t 

a,_i a f _t_ia,_* n/ 



«... 

b. i. wenn man * fit *- 2k, n fnr a* + i ftfct: 

00* . (k + 1)* 

n (o +m) (n + 2m) .... (n + (k + 1) m) + (n + m) (n >2m)....(n + (k+2)m) 

■ * 

. (* + 2)t . (k + *-l)* 

T (n f 2m)(nl3S)n^n^ 

(k + €)*+! 



n . (q + *m) (n + (t + 1) m) .... (d + (« + k) m) ' 

eise, toie tß mir fa)etttr, nkfct nmatttteffaiite (Steigung, beren Setoei* auf einem 
2Bea.e aiept o^ne £$«>feriatettia anjuflettei fein bflrfie. 



- 28 - 

37) Z,=H*,*-..*..« + ( e -2) 1 .^* t ...*,- l .a* 

• A5 87 .. .. flf — 3 • 



> • • ■ * - 



.... + („(€— sin i«« 2 )) .a .« 

»(f-M«l«r»)-l J(;-«iitf7i')+l 

38) N,=a, asSs ....a, + (f— 1), .a-^ a 4 ....a,-i.c 

+ (* ~-2) a . a 3 a 4 a 6 .... a*_a. a 2 + (s— 3) 8 . a^ a<> .... a*_ 3 . a s 



. -f 1 ,. .. ; ... : . 

.... + (i(« + 8lni£Jt*)) .a .a 

2>nr$ bte ©fettSttnöen 37) nnb 38) j'fl nun feer ete Verona,*. 
tat$ be* ffettenfcracfcctf 

F = a:{a 1 +a:{a 2 +a:{a 8 + ...., 
in »el#em aügenwtn a^=nrf «m ifc ^frfefftteut 

1: . , 



§. 19. 

SDW ^>ttlfe ber <3Het$nna,en 37) nnb 38) fcran man fetner, wie 
wir jefct geigen motten, ben 2Berty be* nnenblt'$en flettenbrncfc* F als 
Oncttenten jaeter nnenblufren Steden barfteflen. 

fol0t nanttt<$ and 36): 

C5 2 * (f — k — !)*.«*+» 



fli a 2 a 3 84.».. 8f 8i a» ^3 *4 a*+i «a^— irj-iaf— jir+i..-. a<i 
3j 1 . *.3.i<* K . a. 2 a 3 ... aArfi • — ~ • — 

£ c c 



■ 1 



nnb an« 35): ■.. 1^1;.. t i , * .\ u. ; 1, 

Gik (f — k)*va* 



a, a a a 8 a 4 ...a f aj a*^ s ...a*.a*-*|iar-*+s..*a. 
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(1 — T) (1 - — ~) (1 — ) .... (1 ^ -f-T— ) • «* 

= 1 1 1h — — . «; 

1 . <£ . O •••• K .{Ii 3r» flo . ... 3jt • • •••• 

E f f 

r 3>a$er für »a^fenbe b* 

• t 

Lim. — L =m. 



SOBetttt ba^er * tt>äc^fl, fo rf* 



• i - 

'r 



Lim • • ■ ■ ^zzz — • * ä n * » 

a, a 2 a 3 a 4 • •• *i * .2.3.... k. a 2 a 3 84.... 8*41 




Lim • — — ä* q r; ' ■ 

8| 82 a 3 a4«...8f l.«.«$.»..K.8| ^2 83 •••• 8 Ar 

Damit btefe ©rdjjen enblfe$ jinb, tfl ber galt m=0 a«d$ufc$ttefen. 

'» z 

3i tr baben ferner gefe^en, baf? Lim F, = F ff*. 2lfft> wert F f — ^ 



gefegt nmrbe: 



Z, Z t 

Lim. 



LilUI • 

F = Lim . £ = Um . hü * »«»«•-»' _ _?ij»«jr»«- »> 

—5-' Um— 

a, a 2 a 3 a 4 .... a* 8|8 2 a 3 a 4 — a f 

ober, wenn »tr 



Z — Lim ~ -•—■«. N= Lim . n * • f 

a, a 2 a 3 a 4 .... a f a, 828384. . a f 

festen: 



2 

39) . F — j^"» 



ben ©lei^ungen 37) nnb 38) frabet nwm aUr ttity mit tot* 
rfttfftytigrag ber »orftefrenben <2fottt>u*ernnfien für Z nnb N bte fplgenben 



; »i ' T I 82 + i,2.8*8 B + 1.2. 382a 8 I 4 + 
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41) N = l+^5i + -^ i i- + + 

T l «i + 1.2.«,«, + 1.2.3 »,a,a, + 

* 

xotlty allgemeine ©ntttgieit ^n, wenn nia)t n = 0t'fi, ober * für 
irgenb einen SBert* »on * oerfä)»tnbet; »eil bie fRetytn «nf bcn regten 
(Seiten allein mit biefen SImJnafrraen tonoergiren« 

2>enn bioibirt man mit entern ©liebe ber 9tei$en in ba* junia)!* 
folgenbe, fo er$att man in 40) nno 4!) oeäte&nngtoeife bte @r*§en 

«1 a 1 

mTiü+i m m'7T e * * rt( * c W/ »enn mö)t m = 0 ober fnr irgenb 
ein gan$e* * a,=0 tß, ffettfl ber Statt nähern, alfo einer ©renje, wela)e 
Keiner af* bie ein}eft ij* - ba* Wannte ffrtterwm ber (£onoer ö enj 
nnenblia)er Heiden. 

§. 20. 

2)a bie (enttticfelnngen be* »origen §. für m=0 ntc^t ©ültigfeit 
$a*en, fo wollen mir biefen gafl jefct befonber* betrauten. 

Der *ettenbm<$ ip für m=0: 

F = a:lB+a:|n + a. ln +a: |o > .... 

unb naa) 37) unb 38) feine 9W$ernng*$4$Ier nnb «Renner: 

Z«=o'-> . a + (e -2)! . II'" 3 . a*+ (e— 3), . D'" 5 . «»+ («-4) 8 . n^ 7 . « 4 -f ... 

.... + (i (* — Sin ' «ä*));^^,^)— i .D . ««'+•'»«"»'), 
N*=n' + (f — l) f . . « + (*- 2), . n<-* . «H (« - 3) 8 . ■*-« . a» h . . . . 
....+ (4 (e -f sin i «* l ) 1 (*_.*, if 7r')n" n J'* 1 . «4f'-««^ >. 

2tn* biefen @Ieta)nngen folgt, baf* 

i 

a.N*=Zf+i 

tft. gerner ijl naa) ben Se$ren über tfettenbrnd)e 

N #+ i = nN f + «N,_i 

ober 

folglia), »eil »ir fo eben gefe$en $aben, baf aN,=rZ,.ii> «N,_i=Z, i{t: 

. Ff+i -f- nFf +i — a. 

SBenn ba$er ber fletten&rna) F conoergirt, fo ifl LlmF«=LtmF,+i 
=F; nnb bie ©fettt)tmg wirb 

F»+nF=«. 
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$t'erau6 folgt: 



2F=— n± V~4« + o* 

@inb «im d nnb « »oftti», fr €ft on$ F notwendiger SBeife »oft* 
ti». <5ö &0t Mcr «i biefenr gade m U* obere 93orjei$fn. 

aber ü »oftti» nnb « negario, f* wu f* na< $ * ett •»fö^^« 1 
«ebingnngen ber Gonoergetj 



■ Kr+i 2 b< ^ ■ ._ 2f flff0 fllI $ 5 < - 2 
aNf fffi F 



fein. 



%htv 

u 2o^ n (- fl Ty Md*) Die ±y 4« JjB 2 ). 

.- » . 

n( B ± v ' 4r ' + nt ) < _2, ober ü(« t^4« + fl>-fc 

fein. Damit biefe Ungletyung «Realität $abe, mnf erflen* n l >-4« 
fein; nnb wenn bie<J ber gatt i(i, fo ifl fte nnr für ba* obere Seiten 
erfüllt. ©a$er barf man in ber obigen ®lei<$nng für 2F au* in biefem 
$atte nnt ba* obere 3«$en nehmen. 

SBenn babet n>0 unb 4« + n»> 0 ift fo i(t 

i 

2F= — n + VCTi*, 

ooer " ■ ' ' 

42) — ;n f i\^4äTn* a:\n + a:;n f «:;o f .... 

Diefe ©lei^nng gilt aber ant$ no$ fnr 4a+n»=ü, weit ber 
seettenbrn^ ber regten (Seite bnr$ n gehoben in ben ffettenbrncj: 

■ .p:|i+p:|l+£:|l+p:|l+- 

«bergest, nnb biefer, wi« weiter oben gejeigt ijt, no$ fwr J, 
b. i. für 4a + n*=0 conoergirt. s 

■ $.21. 

©e#en wir nnn o=r + l, «=•*■% fo folgt au* ber <9t. 31): 
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B=( + F= N±?. 



nta »«$ 40) «Hb 41) 

er 



ljf m Vm/ i -f 2m W_.| + 3m 
NH *" U a, 1 + a, 1.2.81 a 8 1.2.3.84**' 



• ••• 



b. t., tocü tmnnte^r aflöemetn l +em=a f tft: 



f. <■ 




in/ Vm/ Vm, 



1 ^"l. 2* 8j "^" 1 . 2. 3 • 8| 8^ "^" 
Welmen wir no$ $tit}it, baf 

' 1 + «:{— 1-f |— 1-f .... 

= ^a:{l + a:|l -| a:{l + a:{i + 

tft fo erhalten wtr borc$ Slnwettbime bcr tu ®catt0 <mf ben ffettenbra<$ 
F in ben legten §§. gefiinbenett SRefuttaie attf btc (äHeti&uttgen 31) ttnb 
32) ben folflettben @a$. 

£>cr Ätccattfdje» ©tet^ttitg 

(1) %*i*=**-*. ' 

cx ,• . • . . 

we($e für xy=o bic gortn 

do 

(4) x^ = ax m + a-a Ä 

$at, wirb im allgemeinen bnrd) btc betben ©Iet$ungen: 
43) a==xy===14ax»":{m+Hax'»:l2m+lfax™:|3Bi+i + .... 

11 ^ 1 + 1.2.(m+ir 1.2.3.(m+l)(2ro + i)| 

/ax m V 

. \ m / . 

Z _ \ V 1.2. 3.4. (m-H)(2m + l) (3m + ir ' 

L .\"m~/ . V m ) V m / . 

r" l Ti^+0^1.2.fiD+1)(2m+1)^1.2.3(ni+l)(2ni+l)(3m+i) 



i -2.3.4.riTJ-f 1 )(2m-f 1 K3m+i )(4m+1 ) 
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44) a 1 =xy = ax™:!m — 1 + ax«»:{2m — 1 +ax*:{3m — 1 +.... 

(ax m \ 1 /ax m y 
f . eZ_ , . 

_?» _ j^ü l.(2m-l)' f 'l.2.(2m — l)(3m ~ I) * 
H, m— 1* /ax"»V /ax m y ~~ 

l+S^J—, Ii/ , 

M.(m — l)M.2.(m-t)(2m — 1) h — 

öCttüßt SBettn jcbo* für trflettb ein poftitte* ö««ae* e bie 

@r$ge m=— - ober m= + i ifl, fo $aoen teate^ungö» ctf e 

bte ©let^ttttgen 43) ober 44) fetne ©tettgfett Unb wenn 
m = 0 ifl, fo toerben btefeWen 

45) o = xy=l + a:{l +a:(l + a:{l 

= ^i+l I VläTTi, 

46) n,=xy=:--a:{l + a:{l+a:il+a:{l+.... 

i 

©!etc$iittgen, »elc$e iebo# nur bann Ofilttgfctt $aben, 
wenn 4a + 1^0 tfh 

3n ben Otet^uttgcn 43) «ab 44) tfl 

47) 

1 T 1.2.(m + l) r t.2.3.(m+l)(2nn-l) + -"' 

/jx™\ 1 /-ax^V- 

tt -l + AJL^_. L"L/__ 

4 *- 1T l.(m + l) + 1.2.(m + l)(2nH-l) 

00 - 

+ 1. 2. 3. (m | l)(2ui 1 1) (3m + 1) + 

01 ~m~ T ,J r l .(2m - 1) + 1 . 2. (2m — 1) (3m— 1) 

(ax"»y 
m ) . 

^1.2.3, (2m— 1) (3m— 1) (4m - 1) ^ 

3 
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47) 



"" l + l.(m- l) + 1.2.(m-l)(2m-l 

(?) 



) 



T 1 .2.3. (m- 1) (2m-l) (3m - 1) + *"* 
(jefefct; imb toetra man 

48) 

ö ~m + r ,1 + l.(2m + l) + 1.2.(2m + l)(3m + l) 

+ 1 . 2. 3 . (2m + 1 ) (3m + 1) (4m + 1) + 
fegt, fo Ratten mir bie ©Jeic&nna, 

49) 5=» + 5', 
fo bafj 

50) a = |=l+f , o 1= =|4 
mar« 

2)nr<$ Differentiation erhält man ferner bte für bau golgenbe mis- 
tigen ©ret^ungen: 

51) äi-^'d? = T- 



§♦ 22. 

SRa^bem mir bie oeiben integrale a unb ^ ber 9itccattf4en 
©Iei<$ttnfl 

(4) x^=ax™ + u— q 2 

im SBor^erge^enben anf me$rfa$e SBeife oefHmmt ^a^en, motten mir je$t 
baju üoerge^en, baS atfgemctne 3ntegrat berfeften jn entmtdefn. 

2Btr Behaupten jnnä<$fl, baß, menn a nnb n t 3ntegrate ber Wicca* 
tiföen ©letcfcung futb, bie Gräfe 
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™ „M-CXo, 



wo C eine wifffurlia;e Gonftonte unb X eine no# jtt &e|tfmmenbc gunetton 
»Ott x Utfiümt, baa allgemeine 3ntegrat ber ®(eia)ung 4) ijt. 

Um biefes ja beweifen, btfferentu'ren wir naä) x nnb ermatten, wenn 
wir jng(eiä) mit x mnftiplictrctt: 

8U (l + CX)(x| + CX.x^-fCa l xg)- C(o-f CXn,)x^ 

x ___ (i f cx)* 

Segen wir jefct für unb x ^ bie ji$ anö (4) ergebenen 
2Bert$e, fo wirb ber 3ä#er ber regten ©eite 

3X 

(1 +CX).{ax«+n— o* + CX(ax™+n|— Qi 2 )j— C(n— n^^- 
rr: (1 + CX) a . ax™ + (1 + CX) (n + CXn, ) — (u + CXo i )* 

ÖX 

-CI(o 1 -a)^X-(a 1 -o)x ai l 
= (H- CX)» . lax"» + ü - U*H C (o, - o) ;x ^ - (a t - o) Xl . 



Solgttclj i(l 



(Oi n).{x-p- (Ui — o)X) 



cU ' 1 u '* ,A öx 

xo- =ax« f U— Ü 2 >C 



8x-^ TV w rv (i+CX)* 
£ieran$ fte$t man, baß ü ber gftccatiföen ©teid)nng 

genügt, alfo, weil ü bte wifffürlt<$e (Sonftante C enthält, batf allgemeine 
integral berfelben ifl, wenn — »eil, wie man an* 43) nnb 44) fte% 
im allgemeinen bie ©leic&nng o,— a=0 ni($t (Statt $at — bie @(eiä)ung 

3X , NV Ä 
ä^-(«i-o)X=0 

ober 

53) 
erfältt if*. 
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£i'erbttr# iß unfcre 33e$anbtung bennefen; nnb tn 53) bte ©ret<$ung 
jur öefh'mmnng oon X ermatten. 

Um btefefte au tntegrtren, fubjh'tatren »tr für o unb o t t'Jre SBertye 
an* 50).. XJtefctf gt'eftt: 



dX_x'° lV * öx 
X ~ IT, ~~ ~ x ; 

b. t. na$ 51): 

X W A x" 
£tcrautf folgt bur# 3ntegroiton 

IX=1C, MW I -IH-lx=l. C ^ 

ober 

x-c 2± 

SJton barf aber offenbar, o$ne ber 2ltfgemetn$ett gu föaben, C x — l 
feflen, »eiT, wenn man ben 9Bcrt( oon X tn 52) ftt&jfrttatrt, C, nnr in 
bem $robucte IC, borftmmt. ©efccntt>trba$er 

54) X= J. 

fo erhalten n>tr afo bad aUgemetne integral ber dticca* 
ttf<$en ©fettfcung 

fr 

(1) ^4y*=ax'»-2 
ober 

(4) x.^^ax™ + U-U» 

bte ©let$nng 

wenn m^O unb au$ nt$t für trgenb etn »oftttoe* gangeo 

pr m = 0 fittb o unb u, eonflant. 2>a$er mtrb b nrt» 3ntegratton 
ber ©I. 53), weil na* 45) «nb 46) u, — n=- Vli+l tjt, bte ©ret<$. 
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ober toerni toit n>teber C, =1 fefceti, bt'e ©let^ung 
56) X=x-V*"^i 

erhaltest« ©a$er: 

SGBettn in ber SRtccattf$ett @Id$una 

ober 

4a + l >0 tft, fo t'ji ba* aUsemettie 3»tefira! berfelbett: 

, 14V r 4TTT+(l-V'4r71)Cx" V 15:p 

Ü=M - ; 

offen*« baffefte föefntt«, welc&e* tttr t'n §. 9, ®l 27 erhalten $afce«. 



§♦ 23. 

SBtr »offen je$t no<$ na<$wetfen, bof für m= T^ bt'e Reiben 

©rdfen u ttttb oj tbenttfö ftnb; tmb fefcen gu bem 3»ecfe jnna^f* 

1 k— £ 

m= h £>ann tji km— i=— — • Srwettern nur aber ben SBru$, 

bnr$ t»et<$en o, in ber ®t44) bargeftefft tft, mit gm— l unb fefccn 
bann an— 1=0, fo erhalten nur: 

i i 

(tox*)'- 1 (eax]Y 

1 no / ^ 2 - c3 - £ ~ 1+ .oo 2-f3— £-il + 
cax* -"T" 1.23....E.— 

u i=W 1 -1 

(fax*)* (cax')H' ^ 

1>2*3*«««£* ^ • — ^~""*** — J~ 1.2«3»...(f-f !)• ■ ^ ■ |T"""~f~*'f 



b. i # toenn tttr j'efct oft ber ©rößc 



1 

(eäV)' 



< 23 £ 1=15 ^ -=1 
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$eben unb b»c örü($e be* ätyltxt unb Bennert fo erweitern, ba£ tu 
tyren Zennern ferne 33rüa)e rae$r »orfommen: 

56) 

i i i 

1 ' ' iax ' (^axp 2 (€ a axQ 3 

n _ *" l.£ h i.2Te(«+t) + l.'2.3.£(£+l)(£+2) r 

U| — :- 



1 



, « 2 ax* (fW) 2 (f'W) 3 

1 + rrrr7\ + 



1.(8 + 1)^ 1.2.(£+1XM-2) T 1.2.3.( £ +l)(6+2)(£-f3) 1 
2)crfetbe SÖcrttj ergebt fiä) aber auä) für u autf 43), wenn man 
bort ebenfaßö m= + - c fegt; fo bat in btefem gatte bte 3bcntttät ber 

Reiben parttculären 3ntearale u unb a, ber 9ltccattf$en ©lettfcunß U* 
totefen tfh 

2luf ganj ä$nlta)e SBetfc bewetfi ft$ bte 3bentttät ber betbett parti* 

1 

citlären 3ntea,rale a unb o t für m= — , weftyalb nur uns biefetf 23e* 
ttetfetf überleben ju bürfen ölauben. 

gerner t(t e$ Ict<$t gu überfein, baj ftä) flanj baffere ftefuttat 
au$ umntttelbar auö ben $ettenbrüä;en für u unb n A tjertetten lägt. 

<S* o^ tt ^^er, auä) wenn m=T - tjt, bte @Ietd)ttna,en 43) unb 

c 

44) betbe etn 3ntea,rat ber SRtccattföen ®!eid)ung, nur bafj btefetben 
m'a)t »on emanber oerfä)tcben fmb. 

©efct man aber tn ber ©I. 55) o=n 1 , fo fte§t man, baß bann 
auä) U nta)t baö aWoememe 3ntcarar, fonbern bafietbe parttculäre 3n* 
kQtal u tjt. 

3cbo# $at man $tcrburä) feinen ©runb, anjune$men, baß für 
m = ip^ überhaupt fein aHsemetnetf 3*1**9™* ber 9ltccatif$cn @Iet($uno 
ertfh're, wenn cd auä) bura) mtfere @Iet{$uttöen nt<$t barßeflelft nurb. 



§. 24. 

fBit Ijaben tn §. 9 bte Üftccattföe ©teu$una,, tn ber m=0 tft, tn 
enblta)er gorm integrirt. <£benfo tjt eö leta)t, bapbe, wenn m= +2 
ifc 3u bewerffieatgen. 2>cnn in bttfem gatte tjt bte @Ieta)uuö 1) 

57) S + y a=a; 
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b. t. 



a— y* 



Sei ber Stfopction bicfcr @Iet*tt«ö ttnierfäeibeti ff* bic folseabeit 
brei gdttc: 

L a>0. 

■ 

3n btefem gatfc wirb bie obige ©Iei$mia bar* 3ctbem * 
^artialfcrucfce: 

Öy öy 
±2 Va.8x = jvaqjTy + ±V a-y' 

2)a$er bnr$ Snte^atton 
unb $ierau$ folgt: 

y= + Va. tfel:ajrVa+ -j- 

IL a=0. 

3» biefem gatle ifl bie ©leityma 

£)a$er bnr^ Stttfgraüoti: 
ober: 

1 

y=s x+<f 

(2)iea i(t jiiatct* ba* atfoemefoe 3»fcfiral ber Mccarif$at 
für febe* m, wenn a=0 tfrO 

III. a<0. 

3» biefem Salle $a*eti wir bie obiß« ®mm «*f 8°™ 

9. (+ 77^==) 

- a = y - -T= Ä) + y - + vr - a . i + ( v )9 
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5u Dringen unb ermatte» bur<$ 3«tesration: 

l y 

<£, + X=+ Tr= • Arc tn K« Irfc 77-— l- 

v - a 



£>ierauö folgt: 

y = — V^itDg.K^i + x) V--ä| 
ober 

y=- V- a.tng.|<£ + x V - a:. 
2Str Jabcn ba$er erhalten: 

SBenn tn ber ffticcattf 4>en (Steigung m = 2, alfo biefeCbe 

S ^ + y*-a 
9x + y - a 

t#, fo tft, je naefcbem a=0, oesie^ungöttetfe 

< 

y=±va. tfeJL . 2rva+ - 1 , 

y -x+<r 

y = — V~* . tag . I £ + x V^aJ 

bac 3«teö ra * berfetfren. 

$terau$ ftnbet man ferner o$ne fcefonbere 2Hü$e mit £nlfe bed tn 
§. 2 cr^attenett ©afce* batf go^enbe: 

SBcnn tn ber SÄtceattf c$en ©tet^nnö m = -2, alfo bte* 
felbe 

*ß> W# U nac^bem a=0, &e$teyungtf»eife 

( 1 + x~ A . va) £e± 2 *~ l • va -i- (i ± x~ l v«) 

»y . - — y 

59) < _ | 

y "TR' 

xy = 1 + x- 1 V^i . tag {<£ + x- 1 V— ~a! 
baö »oltflätibtge integral berf elften. 
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2Beil nun auf er tiefen Q5Ictci)ittt^cn bie fRiccatifäe @fcia)una,, in 
wetd)er m = 2 tft, auä) burä) bie @Ieiä)una, 55) tntegrirt ijt, fo fyäbeu 
wir in biefem ftallc j[e jwei ibentifä)e <3Hcia)una,en, bereit 23cra,tciä)una, 
in fo fern intcreffant tfl, «W wir buro) ftc für tngrx unb e* Shuftrütfe 
in ber gorm r>on ftettcnürüdjcn unb unenblia)en Dieken erhalten. 

2Bir wollen unö mit ben erfteren fcefaffen, naä)bem wir erjt bie 
Integration ber ($tfeia)una, 2) »oßfü^rt $akn. 



§. 25. 




<£$ iffc noä) ju erwähnen, bafj naä) §. 6 alle gälte ber 9ticca* 
tifa)cn @Ieiä)ung, in benen m Dura) bie @Ieia)ung (23) 

m 2 

autfgebrücft wirb, bura) bie Delation 20) auf ben ftafl m=2 jurüct* 
geführt »erben. 

©efcen nur ba^er tu ben £&eifaenncrn ber ®t 20) ben 2Bcr$ 
2 

xy=Uli1) + «™ : iA 2 -^^+ax».::,: 2 - ( i^ + .... 

- W + Mm:l± 27Ti +M '" :i± \ 1 / i Ilxy - ' 

Solgtiä), wenn wir ber föirje wegen 



CO) 
fcfcen 



(2 



2 



ax * 2 '+ 1 -= A 
I 

:;2e-3 | A:{2f- 5fA:{2f 
+ A:|-XY 



— 7+... 



1 AZf— i— XY.Z« 
TT AN f -i-XY.N f ' 



63) 

Z. = 1.3.5....(2*-3M + («— 2) t .3.5....(2£-5M« 

+ 3) 2 .ö.7....(2 S -7).A» + ( ff -4) 3 .7.9....(2e-9).^ 
+ 

.... + (l(e -sin icrc 2 ))^,,«^)-! .(e — 1 f sin Jeas«)«»..«** . iUU+«W** m ), 

N, = 1.3.5....(2f— 1)4 (£-1) 1 .3.5....(2f-3).A 

+ (£-2) 2 .5.7....(2£~ÖM 2 + (e-3)s.7.9....(2f — 7)X 3 

+ 

.... + + slD icw a ));(#-«/« jw») . (s + cos ' e j*»)«faJ«i» . 

64) 

Z,_i==3.5....(2£-3)H(£-3) 1 .57....(2£-5)AH(f-4) a .7.9....(2e-7)AH-. 

.... -f — 1 — COS ' £^%(f -f jR{f j-i . (£ -f- COS i£« 2 )"»J«i\ it(*-«i«i*»») f 

N f -i =3.5....(2f-l) +(£ -2), .5.7....(2f - 3)1 + (*-3) 2 .7.9....(2£-5)>l 2 + ... 
.... + (l(e - sin i£Jr 2 ))j(f-i-c©ti*„') . (£ + 1 -f aHnlsn*)«*U* a . A4(*-i-«>»i<**> 

9fa$ 22) unb 23) tf* ferner für a 

65) A = (2e + l) 2 a, 

66) X = x + 2«|i # 

SBenn man ba$er naa) ben in §. 24. bargeflenten gormefa ba* all* 
ßemefee integral ber ®Ui$una, 

öx + y2 = a 

erhalten $at, fp ergiebt fta)baö allgemeine 3nteörcU ber ©lei* 
$uxiq 



2f 1 1 1 ) 

2f+l 



bnr$ bte ©lei'^unöcn 60) bfo 66) tn enblt$er gorm, tote 
folßt: 



I. a>0: 
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67) 



_L g»tge^-1l-**Z,- ij <fe«* 4 +l| . 
xy - ,(i ± i) ± 2g + 1 • n% ^ , } { tfea4 . + 1 } . 

II. a = 0: 

68) y=rb ; 

III. a<0: 

69) 

x> _ >(t±i)± 2f + i - Nf (ng((£+ v~ d_ n ,-i. V=T 

3n tiefen ©ret^uitgen ftnb nur uod) für A, Z,, Z f _i, N„ N*_i 
btc bur<$ bie @fet$mift,en 60), 63), 64) oefttmmten SBertye &u fefcen. 

§. 26. 

außer ben bid je$t betrachteten gäUen giett e<J noa} eine Steide 
»on 2Bert$en be* m, für meiere unö bte gormel 20) eoenfatfo bte 3n* 
tegration burä) enbTi#e 2lu$brütfe an bte £anb gtefrt; auf eine ganj 
äf>nlta)e Seife, tote mir in §.8. integrale für m = 0 gefunben Jätern 
SZBtr fommen cr(t jefct baranf $urü<f, mit jie biefef&en ftnb, tote bte im 
»origen §. Hanbetten, unb nur batet bte gormeln 37) unb 38) ocnu&en 
mu|jen. 

(£$ Beruht tiefe ?öfuug barauf, bag mir bte SRtccattfdje @(etc$mtg 
bur$ bte gormel 20) auf eine anbere mit bemfelben m gurüdfü^ren. 

($$ ifl namft<$ na$ 23) M = m, menn (« M)m4:l = l ober 
Iii , 

m = Tqr^ vtvaxmt man ba<J obere 3«$en, fo folgt m = 0, ber 

in §.8. bejubelte gatt; nimmt man aber ba$ untere 3«$*n, fo folßt 
2 

m = — . 

SBenn mir nun bte mifffürtic^en Sonjianten «=«1=02=. .. a«=l 
fefcen, fo ergtebt fta) A~a unb X=x. ©oll ferner noc$ bte ®Ui> 
c$ung Y = y (Statt ffrtben, fo tjl e$ nötfjig, feftytfefcen, baß auä) ben 
»tttfürltc^en (Tonflanten in betben integralen berfelSe 2Bert$ beigelegt 
fei* Unb mir »erben bur<$ Slufföfung ber ©Teilung 

70) 

xy = ax* : | m - 1 + ax'" : ( 2m- i +ax« : ( 3m - 1 + . ..-fax™ : t L(s +1 )in— l]xy 
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m »ejug auf xy otö unoefonnte ©röße, intern nur m = fe$en, 
bieiem'gcn »arrtentören 3ntr<jrare ber ©tet^ung 

ermatten, toelcfre bte ©reuSfefcunfl bed Y unb y sulaffen, »00 offenbar 
nu$t t>on iebem SBert^e ber triftt&rftyat (£onftanten oe&auptet wer* 
bett fann. 

©uoftttutren ttn'r gunÄd^fl in ben £§etfnennern in = -7-7, fo folgt: 

xy = ax«:{~^ + ax^:{^^|+....+ax«:| + ^| + ax'»:{xy 

ober, fobem mit 

71) p = («-H) 2 ax'-H 

fefcen: 

(*+l)xy 

== e :|-( £ -i)^:|~( $ -3)+p:;-(«-5)+....+p:|+(£--l)+9:|(£+l)xy. 

(a^l)xy = ^^ y tt g ^ 

ober 

2(€ -f- i)xy . n, = <z.— (>n,_i) ± V J^zT^n; + JzT^ 

£<3 tjt aoer na# entern befannten ©afce: 

Z,-iN* = (-l)'.pH-Z,N,-i, 
fo baß unfere ©feiifcttttö an$ unter ber gorm: 

2(£+ l)xy . N* = (Z, - *N,-i) ± V(-1)'4pH-i + (Z f f ^N,-,)* 

barßeftettt werben famt. 

^term tft na$ 37) unb 38), koenn c gerabe tft: 
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72) Z, = (-l)*'- 1 

. { 1 .3 . 5....(c-3) (£-2)! . { 1.3.5....(£-5) 3) . e 2 

^ f f (*-3)..{ 1 .3.5....(£— 7)| 2 (£— 5).€> 3 -....+(-1)KCi£)^-i 



(1.3. 5.... (s — (£— {1.3.5.. ..(£— 3)) 2 e 
+ (£ - 2) 2 . { 1 .3.5 .... (£~ 5) } a . ? 2 (— 

N,_i = (— 1)J' 



|{1.3.5....(£— 3)l 2 (£— 2i).| 1.3.5....(£— 5)} a (e— 3).p 1 

K(£— 3) 2 .{1.3.5....(£-7)| 2 .(£-5).^— ....+(-l)i*.(»if-i.pÄ«{ 

£ieran$ folgt Z e + Q.ttc-i = O f fo baß bie ooige ©lei^nng, burtfc 
toeI<$e xy antfgebrütft wirb, in bte folgenbe üfcerge$t: 

(e + l)xy.N# = Z,Jh(— 2 . 

SBenn aSer £ ungerabe tjt, fo gtft etne$t$etto bte oon «nö gemalte 
Stowenbung ber gorntet 20) ni<$t mc$r, »eil bann einer ber ^cilnen- 
ner oerfäjtotnbet, anberntyctfä nimmt au# bte aM t'^r entnuefette ooige 

(Stfetä^nng bte gorm xy = g an. 

£)a atfo a nur gerabe fein barf, fo wollen toir jfcfct 2s für £ f$rei» 
Ben nnb ermatten, tnbem toir 6eaa)ten, bafj 9 in batf bur($ bie ÜKei* 
#ung 60) tefttmmte A mit bem unteren 3^ic$cn übergebt, unb annä^jl 
nnter btefer 25ef$ränfung 

73) 

S* f = { 1.3.5....(2£-3) ! 2 (2£-l).A~(2£-2),.{ 1.3.5.,..(2£— 5) l 2 (2£-3).A 2 
+ (2£-3) a .{1.3.5....(2£-7)) 2 .(2£— 5).A*-.... 
.... + (-l)'- 1 (£) f _i.AS 

tlie = {1.35 (2a — 1):^ — (2s — l) l .U.3.ö....(2£ — 3)| 9 .A 

+ (2£— 2) 2 tl.3.5....(2£— 5)! 2 .A 2 -.... \ (- l)«.(£) f A< .... 
fefccn, bur$ bie ©lei^nng 

73) (2£ + 1 ) . xy . Xfe* = - 52, + AH 2 <+») 

jtoei integrale ber ©Teilung 
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9?a<$ §.2. cx^att man a&er ba$ 3ntegral für (-m), wenn man in 
bemjcmgcn für (+m) fomoljl (— m) für (+m), afo aua) x-» für x+» 
fc$t, bttr$ ©uotractum oon bcr <£m$ett 

2)a$er erhält man auö 70) für m = 1^ : 

£ -f- 1 

1-xy 

= ax»»: l-m-llax'»:!- 2m-l + .... f ax*»: { [-(£+ l)m-l](l— xy) 

-ax«:{-^ + ax-:|~^ + .... + ax-:! + ^i|(t-xy), 
ober menn nur je$t 

«>, = (* + i)*ax" m3 

fefccn: 

(e + t)(i-xy) 

= Pi :| -(f-D+e! :l-(^-3)+....+ Cl :|+(Hl)-l :l-f(c-f D(l-xy). 
fu'erau* folgt: 

(e + 1)(1 - xy) . N'. = Z'< ± (- 1)1« . , 

»o Z' f tmb N'f auö Z f unb N* $eroor ge$en, toenn man tu tyren 
Sfoöbrücfen 72) ?i für q fe$t. 

ecfcen totr jefct «neber 2e für «, fo ge$t Pl in ben 2fadbrnc! (60) 
für A mit bem ooeren 3ei^ett Übet. Unb totr erhalten bte @ret($nng 

74) (2* + 1 )xy . Üfe, = (2s + 1 ) . H 2 , + ± li I ») , 

bnr<$ toet$e jtoet Sntegrate bcr ©letcfiuna 



öx 



bargefleflt werben. 

gaffen totr nnn bte oetben 6t*$er getrennten gälte aufammen, fo 
tfl mit S5e3te^ung ber oBeren unb unteren SBorgetifcen fotoo$I 

75) » = ^('±*>±l£W 

tote an* 
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76) o, = xy = Ul:M>J: 

ein Stttegral ber <Bteic$nns: 

inbem jefct wieber A biefetbe 33ebentnna,, wie int »ortgen §., 
nämti($ 

(60) A = (2* + t) 2 ax 

*at 

<£$ barf in bicfen particüUten 3ntegraren, fo wenig wie in ben 
im oorigen §. angegebenen allgemeinen 3ntegralen berfelocn ©leijfcnng, 
f = 0 fein. 

Um aus irrten bas allgemeine integral $n ftnben, if* c$ na# §. 22. 
ndtyig, bie ©leulmttg 53) 



ober weti — = i — ^~ • T l f*' * ,c ©MWJ 

dX A^- l ).0A 

77) 



X IT 



2/ 



anfjntäfen; waä fta) aber niä)t bewerfftettigen läft, »eil man ni$t im 
@tanbe i(i, bie SBnrjeln ber @leu$nng W2* = 0 anzugeben. 

§. 27. 

3nbem wir jefct bie 3ntegration ber ©lei^nng 2) 

oottfüljrcn motten, ifl e<J naa) §. 1. nöt^tg, baö integral fydx jn etrt* 
wirfein, wert na$ @lei#nng 3) 

z = e/^ 

SBtr betrauten snnäa)ft ben attgemeinfien $afl, in welkem bie 
©Iei<$inig 55) gilt, nnb ermatten ane berfelben: 
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, _ 5x+c5, ex. 

ober wert ft$ mit £ülfe oon 51) nnb 49) 

8.(tt* + CK,) SB glT t _ 1 

ST" - II + X ^"* c -äF~ w + 3 +t3i x 



ergteot: 
trab 

z = C 1 .(Ux + CU 1 ). 
fyitxUi mar ooran$8efe$t, bajj »eber m = 0 no<$ m = JL- feu 

Sßenn aber m=— * ober m= + ^ tft, fo $aben wir oe$ie$nnad* 

weife mtr bie oarticnlaren 3tttcgrale in ben ©reiejungen 43) nnb 44), 
anö melden 

ober yax=|.^ 

folgt. 2tber na* 51) unb 49): 

a.jix = H + x~ = H + s , = s, au, = 

2>a$cr tjl &e3te$nng$n>eife 

y8x = ljr ober ya*-^, 
/y3x = I.C,Hx ober /yax = I.C^ 

rntb 

z = C,Bx ober z = CiU, . 
2Btr tjaben mitlitt gefmtben: 

SBenn für [fein pofittoeö ganje* « tnef. *=<» in ber 
®Iei$nng 
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(2) g^=azx—* 

= T - »ft/ fo tf* baö allgemeine integral berfettett 
78) z=C l .!Ux + CW l i*); 



*) £iefe« Sntegral ifl jucrfl uom $errn fprcfefTor Jtummer auf einem an* 
bereu Sege gefunben unb in bem Güelle'fdjen 3ournale, 3)anbl2, (Seite 144 uer« 
öffentlich »erben. £nrd) ein eigentf>ümlidjc$ ©erfahren bringt er unter ber 93or* 
auafe&ung eines negativen a bie ©icfjen Vi unb tfj auf bie formen : 

(| _ #2) *,„ cos f *- \f—ax m J d&, 

/» 1 _ —fl /20- , \ 

I» 

$err Sßrofeffcr Deimling jeigt in einet 1854 fyerattfgegeoenen ©ffcrift, 
ba£ im ftalle eine« pcptioen u 

e-«^ m in* - ~J *" du, 

2a 
m 

Z3=z ';/ (ü? ttnb 24 = V sr« 

#*z 

particuläre Sittel* ©leidjung = azx m - 2 ftnb, fo baf? ba« allgemeine 

3ntegral berfel&en unter ben folgenben fedjö ©ejialten erförint: 

z = A t z, + A 2 z 2 = A.Z, + A 3 z 3 = A,z, + A 4 z 4 
= A 2 Z2 -f-A 3 z 3 = A 2 z^ + A4Z4=A 3 z 3 f A4Z4. 
d« ift aber ntc^t fd>»w, nadj juroetfen , bap bie fünf legten formen »on z mit 
ber erften ibentifö finb, fo baß in ©aljr&eit «"» »ollftänbigetf 3nt«gral ber ©leU 
<$ung 2) eriflirt. 

- 2 - ein Sntegral ber* 

fe^en ift, ftefjt man auö ber ft^ burtfc JDifferenfarion fu'eranö ergebenben ©leidjnug 
ö 2 Z d*z Pdx e M „ #ÄtA , 

^2 = ^2 / z 2 ° man r ® tt &f"* tt " on * €r folgenben SÖertye 

o 2 z 9 2 Z 
»on z uub ^ 2 in ©lei^ung 2) bie ©leitfung ^—Mx**-* erhält. 

4 
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wenn aber m = — ' ober m =+| ftir trgenb ein poftttte* gan* 
je* e erclnftoe €=oo tjl, fo ftnb be3icMngtftt>etfe 

79) z = C,.Hx ober zcrC,.!^ 

paxticnlavt Sntegrate jener ©ret^ung. 



Um aber nnfere $e$auj>iung ju rechtfertigen, bifferentiiren toir bi« von £erra 
^rof. Deimling aufgefnnbene ©leidjung 



itad) x unb erhalten 



az az 



<5e*en toir nnn z = A.tfx + B.^ , Z = C.tfx + DU, , fo ifi 

ax=x• {A • 5x + B • s » , ' 5i=i-ic.Sx + DSii, 

folglid) 

2 • e ~ z • l \ = 1 BC ~ AD1 • w - & m = t . 

8ln« ben Wormeln 47) ftnber man ober 
fo baß bie für z unb Z angenommenen Sßerüje ber ®teid)nng 

az az 

Z 'äi~ Z 'äx =1, alf ° btX ® w * m, 8 Z=z / ^1 

genügen, fobalb bie Gonftanten A, B, C, D, fo angenommen werben, baß fie beT 
©leid)ung HC — AD — l genügen. 

3ft aber , fo ift Z = z ,, nnb toenn z=z, ift, fp ifj z = z 4 . 

8lu« bem $or$ergel>enben folgt bie 3bentit<St ber fed)ö für ba« oottfidnbige 3«. 
tegral z gegebenen Sluöbrucfe. 

@e&en toir biog anf Ut (£igenfd)aft ber Siefen 47), fo giebt bie Formel 

ax Z a1 k 
- 2 = - gfolgenbe«: 

<E?emt bie (Sonßontes A, B, C, D bie ©lefdjung BC-AD=i erfüllen, fo ifl 

(AWx+Biy*— AHx + BH, ' 
»eil 
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£>ur<$ C unb Cj werben »Wfürttö)e GoufUuten bejeitfnet 
nnb bte ©rdjjen tt nnb », $aben bte in 47) angegebenen 
SBertfce. 



§.28. 

$)er Jafl, wenn m=0 ift, ntufjte tn bem »ortgen §. auögeföloffcn 
»erben, weit W unb für m-0 eine Unterbrechung ber ©tettgfett 
erletbcn; unb fofl bcfibalb $ter befouberö betrautet »erben. 2Btr$aben 
gerbet bret ftafte gtt unterföetben. 

1. 4a + l>0. 

<5e$en nur ber ffürge »egen + V4a -| t == k, fo gtebt bte ©1.27) 

1-k-t ( t-fk) Cx* _ \. 1(1 -k) xi<-'-») -f (i+k) . CxH-'+*)) 8 x 
yox- v . x+Cx i-f* ««- . xW-*) + Cx*<H*) 

met 

8. {xi< l -*> + Cxi( l » *jj = j . {(t - k) xic- 1 -*) + (l -f k)Cx.<- l +*))8x. 
£>a$er 

- 

8.}xid-*) 4-Cx^ 1 -*-*)} 

yöx- x4(1 _ t) + Cx . ( i +t) » 

/y8x = I . IC, . [xit 1 -*) + Cxif +*)]!. 

Z =: d . {X i V*Ä+l) + Cx i (l t 4/4^+1) j . 



II. 4a + t = 0. 
5Ra* §. 28 tjl 

v p T _, ax . dx a.i.( xe Q 

y öx = , T + iTc+Eö - * x + ~T(x^r ' 

/y8x=l.{C I xl|(xe< 7 )l = l.{C 1 x*(C4.lx)l 

unb ' ' V4 

z=C,xKC+Ix). 

in. 4a + l<0 

@e$eu wtr ber ffurge wegen V—4a— i=k, fo gtebt 29) 

4* 
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2>a$er 



6x k 

y ax = i . - — \ . - tng (C + i k Ix)) dz 

• ?? . d- C08 (C-f *klx) 
~' A x + cos(C+iklx ' 



/yax=l.{C 1 xicos(C+ 1 klx)t. 



1=^x1 cos (C + ; V— 4a — 1 . Ix). 
2Bir fyabtn mithin gefunben: 

SBenn in ber ©tei<$ung 

4a + 1>0 ober 4a + 1=0 ober 4a+l <0 tfl, fo ift oejte^ttnQ** 

80) Z = C, . {xlMFViS?!) + Cxid-t^4ä+T)| 

ober 

81) z=C lX i(C + lx) 
ober 

82) z = Cj x* cos (C + J V — 4 a — 1 . Ix) 

ba* altoemetne integral berfeloeti, inbem 0 tutb C, toillUx* 
U$t <£otijiatiten oejei<$ncn. 



$. 29. 

8e»or wir »etter gefeit, »offen »tr <wö bem in $. 2 ©etonefetten 
@a$e bte golfleruttö für bte z jte$en. 

3u bem 3»*** btfferettittreit »tr bte auO ©letifrmtö 3) folgeiiben 
<3Het$tmgui 

unb erhalten 

_ 8z . az! 
y a x = r , riöxi=-- 

@nofKttttrt man Mefeö tn ber ®f. xy4-x,y,=l, fo ttgM ft# 
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x dz Xi dzi 

£'äx + ^'axi ' 

ober, »etl xx 1= l, öx,=— x-*ax tfl: 

Z ~~ Zi X 

2Betm ba$er k u»b k t 5»«' »törurltc$e Gonflaniett besetzen, fo 
folgt $ter<ma biirdjj 3nteQration 

kz=kixzi 

ober, »eil xx, = l tft: 

kzx 1 i=kiz 1 x*. 

$a$er ber @afc: 

2Benn in ben betben ©tet^nngett 

m + m^O f{t, unb xx,=l atiflenomme» wirb, fotfl jeberjeü 

kzxi«=k|ZiX«, 

»0 k uwb ki a»ei wUIfttrlt'^e <Eo»fUtttett bejet^neii. 

§.30. 

2fo$ ben im §♦ 24, wenn m=2 tft, für y gefmibenen Staden tft 
e* let<$t, bte für betf entfore^enbe z $erjntcttett. 

2>emt tta$ 58) »fr, »erm a > 0 : 

ydx — ^ e ± ^ «, _j. e T*Va 

X)a$er 

/ yöx = 1 . {€, (£e ±*V« + e T*v«)) ; 

SBenn ferner a=0, fo <ft 

yöI= xT<£- x-M ' 
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£>4er 

/yax=i.<f I ( X +tf); 

nnb , 
(bo<J ooflftänbtge Sntegral jcbcr Ordnung ^=0.) 

■ 

SQBerot enbfi$ a<0, fo ift naifr 58) . < 

yBx = _ V=a . tn* <* + x ^- a ) ö* = ^ os ( * ±? ^3 

cos(* + xV-a) 

/ySx = I . |tf t cos (<f + x V^aj , 

«=tf t cos(<f + xV"^ä). 
2). t. SSetttt tn ber @Iet<$nng 

^2=cazx ,,, - a 

m=2 tfi, fo tft, je nacfcbem a>0 ober a<0 tft, oeaie&n»Öö' 
toetfe 



* i 



83) z=tfe*va + tfje-'v« 
ober 

84) z^.CMCtf + xV^) 
bao ootlflanbige 3ntegral berfel&en. 

9la$ bem tn §. 29 betotefenen ©afce folgt $teran<J nmmtteftar: 
2Benn in ber ©Ict^ttttö 

^rrazx—» 

m=:-2t#, fotft, jen a^bem a>0 ober a<0 tft, bedang* 
toetfe 

85) z=(fxex-Va + tfjxex-Va 
ober 

86) z=<£, xcos(tf + x-V— a) 
ba$ öoUjtftnbtge ^ntegrat berfelben. 
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§. 31. 

2 

äßenn m—^g ^. ^ *ft fo ^af»ett tvtr in §.25. für bo* »oflflänbtgc 

3«tegral ber 9ticeatifi$en ©fei#ung gefä)lof[ene 2fo$brii(fe erhalten, auö 
benen mir jefct geföfoffene äutfbrücfe für z entmitfefa »ollen. 

2)cr gafl a=0 fott im gorgenbett nity befonber* in Ü3ctrac^t ge- 
bogen werben, metf in tym, wetzen 2Bert$ au# immer m t;aben mag, 
z^tfx + S, ijl. 

3>e na^bem aber a > 0 ober a < 0 ijt, folgt, inbem immer btc 33e* 
jte^ung ber oberen unb unteren SSorjet^cn fefigc&alten »irb, auö ben 
©Icicfcungen 67) unb 69) 

unb 

2« _ 

y X_ * + N, slD (tf + V—k) - . cos (tf + V— 1) 

Sa 2 " x 

SGBcil ferner naä) ©fei^ung 60) e^+^TTT'x ^' ^° mÄn 
6 . \Üe^ (N, - A4 N,_i) - (Nf -|- Ai N f _i)| 
Ä 4 tfe^ {A(N,_, -2^) - A*(N,-i + 2A^~-N,)| 

( -e-*MA<N«-i-2^) 4-W,-,+2A ^~ -N,)} 

► ■ * 

3 . {N* sin (£ -f V-^k) — N, -i V-=T. cos (tf + V— Ä) I 



dx J A|N,_i-2- ai -|slD(tf+V-A) 

' - V^;.;N;-i + 2A ^-N.lcos^* f V=A) 



Surcfc Differentiation ber @leia)ungcn 63) unb 64) na# A erhält 
man aber: 
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■ 

^'=( £ -l).3.5....(2£ — 3) f (£-3).(€-2)!.5.7.... (2« — 5).X 
+ (£-5).(f— 3) 2 .7.9....(2«— 7)1 2 + .... 



= — 2).5. 7.9....(2£ — 3) + (c — 4).(f — 3)| ,7.9....(2f — 5) . A 



8Nf- 

a>i 

4 (€-6).(f— 4) 2 .9.11....(2f — 7).A 2 + . . . 
unk b«t$ SBerHitkung tiefet @tct<$itngen mit 63) «»> 64) 



87) 



A (Nf -1 — 2 -r^) = Zf , 

aN 

Nf-i + 2A— Nf = Z*-i. 



2>a$cr: 

a . \ tfe^ ( Nf — Ü Nf_i ) — e-^(Nf + AJ N f _i) j 

=± (STpji ' l tfeÄ * < Zf - Ai z <-*) - e " ;l < z < + u Zf - 1 > 1 * 
a.{NfSio(L + V^) -N,_i \^I.cos(L+ V^TÄ)| 

= ± (gTFiJx" * V* sin < L + — Z.-i V 17 ! . cos (L + V^Ä)w 
©ufrfKtmrt man j'efct in Den obigen ®Iei<$una,en für ydx, fo er$aft man 

_ l(l±l)d» a ,ttfe*' (N f -Ai Nf-Oj-e-* 4 ( N* + AI N«-i)| 
y X ~ * ^(Nf—AiNflo-e-^fNf + AiNf-i) 

mtb 

.« £(14:1)3* a.lN,gln((g+V^Ä)— Nf iV^ I.C0 8 (<£+V^I)| 

2)ie 3^gratton biefer @fei<$nno,en ßieot: 
/yax=I.[tf 1 xi(>l:i).{(£e^(Nf-;iN f _i)-e-^(N < + ÜNm)|] 

unb 

/>8x = I . |tf , x« 1 * 1 ) . IN« sin «f -f V-^Z) - N f _i V^I . cos (<£ + V^) !• 

«Rimmt man jefct $injn, bog z = </ vöx ifl, fo folgt: 
©enn in ber ©fei<$nna, 

a*z 
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2 

mz= ^2Tfi ^' * tt * cw f ein * P*W»* Sa«** 3«M erclufioe 
9htll beaet^net, fo itf für a>0 ober a<0 be$ie$ung*weife 

88) z = £ , . xl (i *»>. |<fe** (N, — Ai N,_,) - e-> * (N, -f Ü N f -i)| 
ober 



z = xi (1*1) . }N«sio (tf + V — A) - N f -i V - k cos (tf + V-X) : 

boö ooHfUnbige integral berfetben. — Die ©rdf ett A, N f , 
N f _i $aben bie in ben gormein 60), 63), 64) angegebenen 
2Bert$e. 

Da£ bie gormetn 88) »nb 89) mit ber Formel 78) für m =+ 0 A- 
ibentifä fmb, bebarf femer weiteren 2üiöfübrnng. 



§. 32. 

Sßifl man f#KefjIt<$ auö ben in §♦ 26. gefunbenen partientären 3n* 
tegralen ber ©tei<$ung 1) SBertfce oon z herleiten, fo geben bie ©let« 
<$nngen 75) nnb 76), wenn burc$ fi bie pofttioe ober negatioe <£in$eit 
be$ei$net wirb: 

yöx _ _ ± __ 

ober, weit, wie man an* 60) unb 73) fofort fie$t, 

_Jx , cU ÖA _ 

± (2 f + i)x- ""»T' e -*fc f =- T .52 

ift, wenn man no$ bie (SHeicJmng 77) $mju nimmt, 

s Ul±i)öx an 2f , ax 



2)a$er 

/ydx=l.|£xi W).Q? ie )l . (X-^)l| .•) 



£ieranö folgen für z, je na^bem man f*=+l ober l nimmt 
bie beiben »articulären 3ntegrale 



*) ffiir fötefben ^ier fo, um nfdpt ben Soaaritymu* einer imaginären ©roße 
gn erhalten. 
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©eil nun 



alfo 



l2 = tfiX*(«i».(»J Ä )*.(X^. 



0=.(z, -I z*) 



a x -2 — =»(«1 +Z2>' 

ift, fo ftc^t man, bafi z~z, +z t ba$ ootfftänbige integral ifl. $)a$er: 
2Benn in ber @Ici$ung 

2 

ro=+2T+T «ff/ »ttbem € eine »ofitioe ganje 3at>l erclnfioe 
s JJuIf fcejeitfcnet, fo fann man z unter ber gorm 

90) z=x t(, * ,) -(»L)*.-^ l r 

barfielten, inbemlt2 f ben in 73) angegebenen SBertfc $at nnb 
X au* ber@leid>nng 77) ober ber bar auö folg enben ©leicfcung 

91) X=e 

entmitfeti »erben mufj. • m - • 

i 

* i 

§. 33. 

2Sir baben cd oben wrterlaffen, eine fe|r einfaä)e Delation jtoiföen 
oen burefj bte Jormetn 63) unb 64) befh'mmtcn ®rdf*en N,, N*-i unb 
ber bnr<£ bte formet 73) befh'mmten W2, nac^jumeifen, toefdje oon 
einigem 3^tcrcffc fein bürftc; um ntc^t ben ©ang ber Unterfndjnng $u 
nnterbre#en. 2Btr motten ftc bter folgen (offen; nnb benufcen bte folgen* 
ben ©äfce über ftcttenbruifce: 

I. S3ei ben betben Kettenbrücken 
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^ = «i :|ai +a 8 :;a a + a 3 :{a 3 + .... + c< f :la f , 
Z" 

^~z=:a' l :\tL f -^a f *.\he-i +« f -i:|a,-a f .... + ß 2 :|a l 

ftnben bte Delationen 
Statt. 

• ,> 
II. Jöei.ben . Mben tfettenorü^en 

j^=a 1 :{a 1 +«2:{a a + a 8 :|a3 + ... +« f :ia 0 
Z" 

j^r = a 1 :{— -a, +a. 2 :{—a 2 + «^;{~a 3 -f... + «*:| — a f . 
ifl für icbcö c 

jV f =(— \y.N" e , z t =(— \y-*z" t . 
Sefcen nur ferner 

F <+tt =a 1 : }a, + c a :{a a + o, :{a 3 + + a e :(a, + F' f V, 
FW» = «f-j-i : la«+i + «,4-3 : |a f +2 + .... + «*+„ : la**«, 
fo tft oefanntIi$ 

(a g +F(O w )Z f -i+« f .Z f -2 _ Z e + Z f _i . F(^_ Z,. NO n +Z f - i.Z(^ 
r£+n (a f+ F(0„).N f _i + a,.N f -2 N f +N f -i.lF^ 

atfo 

Z f+ „ = Z f . NW„ + Z e _i . Z(*) w , N f+ „ = N* . N(O n + N,-i . Z<' )„. 

SSenn batyer f = m, a 2 =a 2 f, « 3 =a2 f _i, a f =a £+2 mtb 
&i = — ü2 f) a2 = — a2f-i, 83= — R'Ze-2, a 4 =— a2f-3, a f =~a*+i 
i% fo $aoen nur na<$ ben 6eä>en angeführten @ä$en bte Delationen 

NW, = (— l)'N f , Z«)«=(- at+i N f -i. 

©a^er bte ©let^unöcn 

Z 2f = (— 1)' { Z ( N f — a, + i Z, -i N f _i j , N 2e = (— t )M N,* — . N,_,* j, 

wcl^e für jeben flettenorn<$ oon ber gorm 
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F2t = a l :\A l + a Ä :ja 4 + a 3 :(a 3 -f .... 
f a t : \ a*4 a, f u 1 — a, 1 — a f -i +«, -1: ! — a,_2+.... +o 3 : t— aj+oji |— a, 

fletten. 

SBenben nur btefeö jefct auf bett SttttnUtiQ 

F2f=A:|2f—l+A:{2f— 3 + ^:l2c— 5+....+A:f— (2c— 3)+A:|-(2f— 1). 

an, fo erhalten nur 

Z* ( = (_ 1)' ,{Z f N* — k Z,_i N f -i | , Na* = (— 1)' . I N f 2 — ANf-i* | , 

»o Z M Zf_i, N 0 N f _i bte tn 63) «nb 64) angegebenen SBertye $aben 
mtb Jfc,, tote man au$ §, 26. unb §. 33. II. fte&t, bur# bte ©fet* 
jungen 

Zi, = (— . (— 1)'-» 5 2 , , N 2 , = (- l) 2 ' . (— D' • »2, 



JÖM föefuftat unfern ^Betrachtung ijl a(fo fofyenbetf: 

3n>tfc$en ben burefc bte Wormeln 63) unb 64) fcefHmmten 
©rdfen Z f , Z f -i, N f , Nf_i unb ben bur$ bte gormein 73) be* 
fHmntten ©röfen 5 2 „ Ü2* ftnben bte Delationen: 



ober • 



oeftmttw roercen. 




(Statt. 
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Slusbrucfe fuv bic Functionen e* unb tngx in 
unenblidjen Äettenbrücfcem 



§. 34. 

£a btc gormet 58) für m=2 unb a>0 an tyrer 2W8cmetn$ett 
9fte$tö oerlicrt, wenn man nur btc oberen 3etc$en nimmt, fo $a6en wir 
ans berfetoen btc ©lei^nnj 

xy — xv a • |£ e 2x V a + t * 

■ 

Dergleichen gteot btc Jormel 55) 

_o + CXn, 

xy "licx ' 

»o na# 43) unb 44) 

o=i+ ax 2 : {3 + ax 2 : ! 5 | ax 2 : ! 7 + ax 2 : { 9 i 

n 1 =ax 2 :;H ax 2 :|3 + ax 2 :{5 + ax«:|7 + .... 
flefefct werben mnfr. 

Da btc betben $ormetn, bur$ wel#c xy bargefleat wirb, tbentifä 
ftnb, fo ifl für febetf x 



tfe*«v«— 1 _ q + CX b, 

X V Ä '^ e 2x V a + l— 1+CX 



n 

ober wenn man and 54) für X feinen 2Bert$ ^ fe$t: 



xva. 



Le 2 *v a — 1 Mox f Ctt^ 
Le «*y« + 1 - Mx f CM, 
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ober 



Da ferner für x=o, tote man au<J 47) nnb bent Obigen fog!et<$ 
überfielt, W=», = a=e 2 *v«=:i anb ^=0 ift, nnb nnfere ©Iet<$nng 
für jfebeU x gtft, fo forQt 

, ' tf- 1 1 

ober 



C va-1 



2)a$er fft be^nngattetfe <£=— 1 nnb <i- + i fnr C=0 nnb 
C=oo. goIgtt# 

e 2l v« f i e^va— t 

x Va.^^_ u, xVa. e2ÄVa + 1 -Bi; 

»e^e Reiben ©teta)mtgen, totil aud tynen, fo tote and ben oben für o 
nnb a, angegebenen 2Bertl)en, na, =ax* folgt, offenbar baffelbe antf* 
fagen. 

(Schreiben mir baber je$tx furxya, fo ergtebt ftc), ba mir oben 
beriefen $aben, baß bte Äcttenbrüc$e o nnb ^ für jebed x conoergtren: 

Die gormel 

93) p^{=x:{Hx 4 :t3+x 2 :|5 + x»:{7 + x»:{9 + .... 
gtltfür jebeö oofittoe ober negattoe, ganje ob. gebrochene x. 

§. 35. 



©c$t man 



fo erhält man 



ober ana) 



e 2 *— 1 



e**+l — 2 4 2 . 



1 e**~H2 2 
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£terou<J folgt oeaie$uugöwcife 

c** = ~l f 2:!l-u 

unb 

e** = | 1 | 2:: — 1 Mum 

b. i. 

94) , 

e ^=:-.l + 2:{l-x:tl + x 2 ::3+x 2 :}5 + x*:{7 + x*:!9 + .. .. 

unb 

95) e** = l f 2x:|l-xtx*:{3 + x a :|5+x*:;7+x 2 :;9+.... 

©efcen wir aber ix für x nnb erweitern bie flettenbru$e mit 2, fo er» 
Ratten nur: 

96) e*=— 1 f2:!l-x:;2 | x*:!6 fx*:| 10 -fx-:{ 14 i 
unb ' 

97) 

e*=l + 2x:;2— x + x-:;6+x 2 :|10 + x a :{14 + x*:tl8 I . .. 

^Dtc Jormeln 95) unb 97) ftnb jur Screcfcnung »on e* Dortyeil* 
$after, ald bie gormein 94) 96) weil ber 2tc, 3te, 4te, ....,€te <Rä$e* 
rungöbruefc in jenen immer erjl ber 3te, 4te, 5te (f+l)te 9tfä£erung<j. 
brua) in tiefen tjt. 

»U* 95) unb 97) folgt f ür x -= 1 : 

98) e* = 7 1 2:|5>1:|7 | 1:S9 + 1:(11+ . 

99) e = l + 2:{1 M :I6 + 1 :: 10 + 1 :|14 + 1 :{ 18+ .... 

§. 36. 

Um bte Ordfje bc<J gebterd ju beurteilen, welken man begebt, 
wenn man bei ber Slnwenbnng ber gormcl 97) jur 33err$nung bon e s 
ben *tcn Wctycrungcftrua) nimmt; wollen wir $unä$|t nacfcweifen, baß 
oom 2ten 9tä&erung<taemier an alle 9fcä$crung<taenncr N 2 , N s , N 4 , .... 

für jebeä x~ 4,644326 größer alö S7M ftnb. 

93on Ni fann biefeä nic$t btfawptet werben. SStelme^r ifl N t =2 — x 
negatio, fofcalb x>2 ifl. 

Slber N a = 12— 6x+x*. Sic beiben 28ur$eln ber ©lei^ung N a =0 
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finb x = 3 ± \ r — 3. Da alfo bie ganje rationale algebraifäe $nnetion 
N a für fetrt reelle* x oerfc$»inbet unb N 2 =12 für x = 0 i% fo folgt, 
bafj N a für jebeö reelle x poftti» ift. 

ferner ij! 

N 3 = 10.N a |- x*N, = 120-60x + I2x*— x» 
Dw ©Teilung N 3 = 0 $at mtr eine reelle SBurjel 

x = 4 + V 2V2ÖT4 — V 2v20^4 = 4,644326... 

<£$ ge^t ba$er N 3 nur einmal, nnb j»ar bei btefem 2Bertf>e »on x, 
bur# 9tott $inbttr<&, ijt folgli$, »eil N 3 = f 120 für x = 0, für äffe 
SBerfye oon x, »el$e Heiner altf 4,644326.... finb, »ofiti». 

gür biefe SBertfK ift alfo N 2 >0, N 3 ^0, ba^er 

N 4 =14.N 3 + x 2 N 2 >0, N 5 =18.N 4 + x%>0 ? 

n. f. ». allgemein N*>0; »atf beriefen »erben fottte. 

(Sei ferner x> 4,644326...., fo (at bennoc$ bie Former 97) ©ül* 
tigfeit für jebefl x, »eil fie autf ber allgemein gültigen gormel 93) ab* 
geleitet ift» Stf müffen befall», »ie groß aua) x fein mag, oon irgenb 
einem SBert^e beo* s an alle 9?ä$ernngtfnenner IS, pofttio fein, »eil, 
ba für x>0 e*>t ijt, ber $u 1 abbirte äcttenbruo) pofitto ifl, nnb 
fein »on bem erften ££eilnenner 2— x niö)t abhängiger, alfo autf lauter 
poftrioen «Summanben befle^enber 9?ä$erung$ää$ler für jebeä e »ofirio tft 

(£)a)j ferner N f für trgenb ein x oerf($»inbe, $inbert bie 2ln»enb* 
barfeit ber Formel 97) tiity, »eil biefe* »otjl ben *ten 9tä$ernng$brnä) 
angebt, aber nid)t ben ftettenbrudj.) 

@inb aber erft $»ei auf einanber folgenbe ^ä^erungönenner »ofttio, 
fo flefit man aud ber gormel 

N M1 ==(4*12)NH x*N,_i, 

»el<$e für jebefl t>0 gilt, baß bann au$ alle folgenben poftti» finb. 

#e$ei$nen »tr jefct ben «ten 9&ä$erung<Jbrnc$ bur<$ F,, fo tfl 
na$ einem befannten ©afce über bie $ettenbrüa;e 

N (HD 

F„ _ F e = (- 1 )« . 2x* -I 1 , 
»o bur<$ N^i, ber (d— f — t)te 9?ä^mtngönenner betf #ettenbruc$ctf 
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bcjetc^nct »irb. 



ferner ifi 



©etbafcer « fo grof angenommen, baß N*, N« j-«/ .... fämmt* 

tift ^oflttü ftnb, fo t(t, »eil offenbar tf'j^, für jebe« e bofttib tft 

»niweifetyaft batf $robi*t ;F, - F.t.lF»— F*+i l ebenfatt* eine pofltioe 
©röße, »te groß man aua) n nehmen mag. 

2Öeil mm Lim.F„ = e x i(t, fo ift na# bem 23or$ergeljenben 
lF f _ e *jj e j_F f4l j eine ooftttoe ©röße, a(fo e* eine «Mittelgröße 
j»ifa)en F f nnb F,+i. £ierau<$ folgt, weit unter ben gemalten 23or* 
autffcfcttttgen F* unb F*fi »ofitio fim), baß ber geiler, melden man 
begebt, menn man e* = F* fegt, «einer ift, ald val.abs.:F,_i~ F f i. 

<£ö t'ß aber beranntfiefc 

2x 2 «+i 

r f+1 -F. = (-i)'.^-. 

I>«$tr >«r Saß: 

3 i 

2ßenn «^4+ V2v20i4— V2V20— 4 ober, ma$ baf* 

fetbe ift, »enn 4,644326.... (fo ober faltö x größer tjl, 

wenn man £ fo groß genommen $«t, baß für t$ nnb alle 
größeren c N c >0 ift, fo begebt man, inbem man in ber 
gormel 97) ben fien 9Gä$erung$ornc$ fe$t, einen gefc* 
ler qp f/ xv cid) zt ((einer alö 

2x*> f 1 
val.abs^- 

«fr. 

23eabftä)tigen mir $. ©. e naa) ber formet 99) $u berea}nen, fo 
finb bie 9te&ernngtf$rüä)e betf ÄetteM&ru#eö 

+ t:;6 + t!HO+ 1::M I .... 

na<$ ber «Ret'^c 

v _? f- 12 p_J 22 f 1720 '31082 

*i- t » ^"tT 1 — 1Ö01 ' ä ~l§089' 

_ «85524 
r ö - 
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719 

@e$t man ba$er e=l +F 4 =2 j^öi» f° *f* nfl $ * em OWgen ber 

t n bcr 6tcn SectmalfteHe rttyt'g. eefct man aber e = 1 + F Ä = 2 ~| ~, 

fo <ft ber genfer Ä<ig i)&9 - .^98959 *• *<36ÖSS6753' atfo bcr 
SBerty öon e m>$ in ber 9ten 2)ccunalftet(e rtt&tta,. 

2)?an fte$t $teran<J, baß bt'e gormet 99) j* SBeretfnnna, *>on e &e- 
beittenbc SBortyefle geeen bie Wannte Jonnel 

e== 1+ i + 1T2 + ri.3 + + •••• 

a,ett>ä$rt. $ettn erften* rennet eä fi<$ bequemer na$ fener; nnb Jörn* 
ten* ift ber ge$Ier menn man t f =7-0-4 **& e=l+ti +!»+!,+.. 

1 • Z» ö •••• £ 

1 e + 2 

..+t* + if>« fe$t, an* beren Unötettfung V»< x.2.z....t{* + 1) '7+1 

an beurtfretfen. SDte* gieti $. 35. för * = 10 < 3 6590400 ' ^ 
erfi eine ©enamgfeft ber erjten 7 ©ecmtafjteflen,. 

2)aß 2le$nlt<$e* für j[ebe $otenj e* »on e a,tft, fällt in bie Otogen, 

SBtö man ben (e + l)tcn 3W$ernna,$n>ert$ tn ber gormel 97) in* 
bepenbent beregnen, fo $at man, tnbem matt 

|^ = x*:{6 + x*:{10 + x a :|14 + .... +x»:!4e + 2, 
alfo na<$ 37) unb 33) 

100) 

Z' t = 10.14....(4« +2)x* + (£-2), . 14. 18....(4«-2).x* 

-f(e-3) 4 .18.22....(4*— 6).x°+(e-4) 8 .22.26 ...(4e— 10).x 8 +.... 

N', = 6 . 10 .... (4e + 2) + (s — 1), . 10 . 14 .. (4f - 2) . x» 

+ ( € — 2) Ä . 14. 18.... (4f-6).x* + (f— 3) 3 . 18.22.... (4f-10).xO.... 

► 

fcfct, bie gormel 

2xN'* 



101) e* = l + 



(2-x)N', + ZV 
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8. 37. 

3nbem nur it$t ben ffettenbrn<$, bur$ mttyn fä tngx auabrütfen 
läft, auffitzen tootten, »ergießen »fr bte antfbrütfe 58) nnb 55) für 
10 = 2, a<0, nnb ermatten 

_ Hn + CW! 

y =- V~a . tog «f + x V- a) = ^T+CKT ' 

»o M, Mi / n, a t ttneber bte üt §. 34. angegebenen ®«# e $ ft * cru 

2>n btefe ©fei^nng für jebetf x gtft, fo gtft fte an<$ für x=0. 
gorgtt*, Mit H=W,=u = l für x=0 nnb ^=0 für x=0 tft, 

- V^ä.tng£=^, « =— Arceot(CV^i). 

£)a$er tjt <S = -J(2n + l)rc für C = 0 unb £=— 2ütv für C = oo, 
ttttb n>fr erhalten 

- V=atng . (- i(2n + 1)* + x V=i) = £ , 

— V^i • tag . (— 2n* + x V^ä) = 7 » 
b. t. be$te$nng$tt)etfe 

x^^äcot(xV r - = ^a) = n, x\^a . tng (x V ^a) = — n t . 

2)iefe @(ett$nngen ergeben bnr$ 9Mtt>ttcfttton ax 2 =not, toafl 
an<$ au« ben Stntfbrütfen für u imb ü! in §. 34. ftnbet. 2>a$er fagen 
fic baffelbe an$. 

@e$en nur aber jefct x für x^a, fo ergtebt fi$ o$ne ©$tt>te* 
rtgfett: 

<£* ifl für jlebeö x 
102) tngx = x:{l— x*:{3— x a :{5~x 2 :{7— x*:|9-.... 

£at man $teran« tngx beregnet, fo ftnbet man bte übrige« gontontetrt* 
f$en gnnciionen na$ ben gormein - * 

cotü*-x) = tngx, s»n2x = f |""^ 5 , cos(Jw-x) = 8lix 

berat gefrter tm gotgenben ebenfo »te ber ber gorntet 102), emtttte« 
»erben fotlen. 

5* 
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§. 38. 

2)ie ge^Ur Ut gormein für cotx unb cosx ftnb offenbar unter 
bem galt ber geiler ber gormein für tngx unb slnx mit «uralten unb 
fcebürfen bafcer ferner befonberen 33etraä)tung. 

ferner erhält manbur<$ Differentiation ber gönnet für sln2x na<$ 
tngx, baf a.sta2x=e!2cosx*cos2x.d.tngx. 2)te<J ift befanntlia) bie 
Delation jnufc&ett ben gestern ö.sin2x, d.togx j?on sin2x unb togx, 
wenn d.tngx ttei'n genug t|t, um bie $ö$eren ^otenjett biefer $rdfe 
wna^läfpgen 3» barfem 3(1 btc* aber ber gab*, fo jtifrt man, baf 
bie tu SRcbc fteljenbe formet für sln2x ben 2Bert& biefer gunetion J>dc$* 
tfenö mit einem bobpeli fö grofen genfer giebt, alfl *cr genfer »on 
tngx beträgt. 

2Bir motten und jtc$t eine Stnjli^t in bt'e ®röf c bed geljlerä oon 
tngx, menn hierfür ber Ht 9?äf}erung$bru$ ber gormcl 102) gefegt 
nu'rb, jn berf Raffen fu<$en, unb nehmen hierbei an, baf 0<x<£*r fei. 
(£ine 2fana$me, met$e befanntti$ ntc^t weiter autfgebe^nt $u werben 
brauet, um aKe SBertfje, tt>ela)e tngx (jaben fann, gu £uben. 

33ejeiä)nen mir beu ften 9iälKntng«bruc$ betf tfettenbrucfjetf in ber 

gormel 102) birrr} $*-^ f , f* »ft na* 37) unb 38; für jebe* x 

103) 

Z e =3.5.7....(26-l).x-(£-^)i.5.7....(2f^3).x*+(8-3) a .7.9....(2e— 5).x* 
+ (c-4) 3 .9.11....(2*-7).x' r -|-...., 

N f = 1 .3.5....(2* -1)— («— 1), 3 5....(2e-3).x 2 4(«—2) 2 .5.r...^«—5).x« 
- («— 3)j, . 7.9 ... (2* - 7) .x» + .... ■ * 

■ . « 

gerner überzeugt man ft<$ burc$ bie gormein 40) unb 41) leiejt, baf 
für jebe* x 

104* 

slnx=Lim. 3 5 ? (2g-1) , cosx^Lim^ ^ 4 ^ 

2)a cosx für leinen 2ßert$ bon x, melier ber Sebingung 0<x < in 
genügt »erfänunbet unb fletd »ofiti» tjt, fo fle^i man auö ber ©lei- 
efcung 104), baf N« oon irgenb einem SBertye be* e an fortma^reub 
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warfen «nb pofftio fem mtrft. 2>a$er wirb fotmer ber gaff eintreten, 
baß N,>N,-i tfl. 

216er nadj ber 2$eone ber ftettenbrü($e 

Nf +1 = (2e + 1)N« — x 2 N f _i ; 

Sterbet tfl femer »ora«$aefefct, baf 2« H— x 2 >0 fei; tt>a$, ba 
x*<{tt* b. t. x l <2,4674.... tfl, tnrater (Statt (at, ba * ^1, alfo 

2f M >3 «ft. 
2)a$er 

N,+a = (2* + 3)N, + i - x*N f > \ 2e + 3 - ^jT^i* I N '+i " 

g« tf* aber 2g - t -i!- x « < 1 r »«« *>**-i, b. t. e> 1,9074 
tfl. ©et ba$er e^2, fo folgt N f+4 >2(*+l)N f+ i. genier: 

N f+3 = (2$ + 5)Nh-*-*%+i > 12* +5- !N f+2 > 2(e 

= (2€+7)N f+3 -x^ +a > 1 2e+7- ~^2). > 2(«f 3)N <+8 , 

u. f. fo bog unter ben gemalten Sorauöfeftunflett aagetnetn- 

> 2(« + n)N f+n 

6e$en »fr iefct F,r=# f , fo tf* na$ ber £$eorte ber S?et* 
tenbwi$e 

nnb offenbar 

tDf x ss F, + + + +2 + . . . . 
Dur* ^totttpltcatton ber ttna,(ctc$una,en 
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N,+iN, + *> 4. (b + 1(1 - x*))(* + 1)N # N,-h , 

N H aN*+3>4.(€ + + 2)N,flN, + 2, 

Nh-sNm 4> 4. (£ + 2)(« + 3)N, + 2N f+ 3, 
w. f. tt>. 

N f +„ . N,+„ +1 > 4. (£ + n - 1 )(« + n)N, +n -, N, * w 
ergtebt ß$ aber 

N,+.N f+ „ +1 > 4«(£ + i(l — u 2 )) 
X I (« + !)(« + 2)(« + 3) . . . . (« + D + 1) I «(« + d)N« N«+i. 

£>a$er 

(ix) 2 " 

* f +n < *' ' (e + i(l-o*)).|(£ 4 l)(£ + 2)(£+3)....(£ + n — j 
folgte um fo me$r 

•••• i 

x 2 

ober, mil ^ g ^ ^ < 1 t(t, roetm wir <p f = A * + A *+i + A f+2 +.... 
fefcett: 

/ a i X 2 X«M » 

9" < + 4f(£ + *' > V = < , 4f(f+1) _ x 2, N ^- 1 ^ 

tot ber ©leiftraa, tngx=F, + i -f g> f +i auße^rt. 

2>a* SRefuttat unferer SBerratyunA, tfl ba$er fotßenbe*: 

jffienit 0<x<irc tji, fo ifi, naefrbetn minbjleti* N f -i> N,_ a 
ßewefe», jeberjett 

< {4 £ (e-l)-x 2 }N f N,i; * 

tttbem qp f ben S^^ cr e ** tt 9lä£eruttßöfcru<$$ F, in ber 
gormel 102) &ejetc$net, unb bie Sietatton toffx = F, + gp, Statt 
ftttbet. 



-. 
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§. 39. 

Um jbte* auf einen foeeietlen galt anjttwenben, »otlen wir 

x=l = 57°17'44",80625 

fe$en; nnb erholten: 

tngl = t:{i— 1:13 — 1:15- !:!7-l:t9-l:{it — — 

2)a$er 

1 3 „ 14 „ _95 _841 _ 91 56 

F l= =-, *\=2> F »^9» **~6r 540» ö ~~5879 

_ 1}8187 
Fr_ 75887 ' 



inbem 



Vft< 79.61.540 ° bCr 95 < 2602260 ; 

i _ L . 

< 119.540.5879 " 96 S 377 784540 ' 

^ 1 m , L__ 

^ < 167.5879. 75887 " * 7 v 74505325391 



fmb 



841 . 9156 
<£* i(l ba$er ber SBerty tngl = no$ m ber 6ten, tngl=^ 

1 181 87 

no# in ber 8ten, tngl = T58 ^r no<$ in ber lOten Decimalffcfle 
Dieö ftnb aber au# bie SBertye »on 

cotOrc-l) ober cot (32°42' 19375) 

Dejie$nna,ö»eife mit benfelben gestern. 

28ifl man ferner $ierauö ben 2Bert$ t>on 

sin 2 = sin {7t - 2) = sin '65«24'30",3875) = cos (24°35'29"6125) 
aMetten, fo i(i nadj bem Obigen s* 33. 

. 2.F e 2.5879.915 6 107656248 

s,n2 - UF? = (5879)* + (9156) 9 - 1 18394 977 

mit einem Heineren ge#er iM« ^^270' »eil ^ = 2cosl»cos2.?> 6 . 
Unb $»ar i£ stn2 um y gu a,ro£, »eil cos 2 neflatiö ift. 
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(£$ täj? t ftdj übrigen* naö)n>etfen, bof* allgemein ber gelter <p f nnb 
x gnglet<$ warfen nnb abnehmen; mal untf ^ter jebo<$ ju weit fähren 
würbe. 

SBenn e$ ba$er bei ber 33ere($nnng ber 2Bert$e oon tngx nur auf 
GJcnantgfett ber erften at$r ©eetmalfteflen anfäme, fo würbe ber 6te 
9tö$erung0&ruc$, ober bte Jormel 

tmr,-9< 495-60x» + x« 

ID&X — Z1X . 1()395 _ 4725j[2 + 2i0x 4_ x 6 ' 

btefe für jebe* x < 1 erfüllen. 

pr x ~ J reibet aber f$on ber 5te 9tö$erung<Jbru($, alfo bte gormel 



1 94 5— 105x 2 + x« 
tngx_ 15 x. jg^.^^ 



bafielfcej u. f. ». 



§. 40. 



<5<$Itej*It# motten »tr nn<J no$ ein Urt&etI über bte ©ettautgfett 
oerföaffen, weiter man fl<$ bet ber Sereöjmtng »Ott slnx unb cosx 
na$ ben gormein 104) ju oerfefcen $at. 3tt bem 3tt>crfe fefcen mir 

*'-1.3.5....(2e-tr * f ~1.3.5....(2e-l) 
uno er p alten 

Z*+i- (2£+l)Z,_ - x*Z,-i x^ 
> f+ i ^3.5-^ M)~13.5....<2*+1) ~~ (2f-l)(2 



1)(2£ H)' 5 '" 1 ' 

tt, - i.3,5....(2f + j)- 1.3.5....(2€+1)" (2e~l)(2"«-f ir 

2)a slnx nnb cosx für 0<x<jrt oofttt'o (tnb, nnb 5«_i unb 
ftdj btefen ©dftern bt$ ju jebem beliebigen ©rabe nähern, fo folgt, 
baß Se-\ nnb oon einem befh'mmten SBertye beö * an pofttto ftnb. 

3nbem mir bafcer oorMtffefcen, bafj f btefe« 3öert$ Übertritten, 
tf* etf autf ben obigen ©letc^nngen erff<$tltc$, baß (le« S,> 5,.fi>sinx, 
£*><£*H>cosx fem wirb. 

gerner erhellt bt* 9ta$tigfett ber betten ©lei^wige»; 
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. _ „ l St-l St i 

S,-sinx_x . j (2*-l)(2e-H) + <2£+i)(2e+3) + (2£+3)(2M-5) + ~l ' 

e,-cosx_x . j (2e _ 1K2c+ i) + (2e+i)(2e+3) M(2e+3)(2«+5r 'i - 
STber, »ie nur gefc$en $afccn 

S*_l > Se > Se+1 >....> sin X , (ff _i > & > <£f +1 >....> cos X 

£a$er folgt an$ biefen (Steigungen, »eil 

i i , L . L_ . 

2(2£ — 1) ~ (2e-l)(2e + l) + (2e + l)(2* + 3) (2c+3;(2£ + 5) + 
ifc baff 

x a x 2 

2(2^T) - dn x < S, - sin * < • S,-i . 

ijh ©efjen wir jefct S e — slnx=i/>'„ — cosx=x' f , fo f**& bie 
je$ter unb x' f *> 0tt ^ wno offenbar pofittVe ©rdf cn, tt>et<$e 
t>oit 5 f ttnb <£« fuorra$irt »erben müßten, um siax unb cosx richtig gu 
ermatten. 

SBeil affo sinx=s f — cosx = e e — tft, fo gieot ber erjle 
£JeiI ber obigen Ungleichungen : 

woran* 

X 2 , X 2 c i 

2(2c— i) + x a- 5f <^ f » 2(2f-l) + x 2, * f <z * 

folgt. 

2Bir $aoen a(fo gefnnben: 

SBenn 0<x<i?T unb erjl alle Z f unb N f &on einem ge* 
ttuffen 2Bert$e bcU e an tofttib ftnb, fo finb bie genfer n>' t 
ttttb tu bett ©teidjnngen sinx=S e — <jj/' f , cosx = £ f — 
Se, $* na$ ben Ungleichungen 



x 2 x a 
2(&-l)+i* ' 5f < V ' < 2(2^ 1) * Se " 1 ; 

X 2 , X 2 

2(2f — 1 ) + x 2 ' tf ' < *' e < 2(2^-1) ' * e _1 
jn beurteilen. 
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* 

£ie Htmajernng in ben gormein 104) ift mithin fe$r gering. 

<£$ ifl aber mögtta;, mit 93erücfftä)tigung bicfcr ge$Iergrenjett bat 
Serty oon slnx nnb cosx genauer jn erhalten, wenn man 

X* X* 

^ = V,- 2(2£ _ 1)+ -5S,, Z< = Z'*- 2 (2*-l) + x^ P 
fefct, unb slnx nnb cosx naä) ben gormein 

_ x*_ 2(2g— 1 )_ 

8 DX — * e 2(2s - 1) + x* 5f — 2(2e - 1) + X** ' 

_ tf * g 2(2e--l) tf 

cosx_ ft*- 2(2e _ 1} +X 2^ = 2(2e—i) + P*' 

beregnet. 

2>ie geiler biefer gormeln laffen fi<$ bann na$ bem folgenben 
<5a$e bcttrt^eifctt» 

SBenn 0<x<£?r unb s fo groß angenommen wirb, baß 
Z* nnb N f »ofiti» finb unb bleiben, wenn e toa%$, fo finb 
bte getjler, »elc$e man begebt, inbem man 

2Z, 

slnx = 



cosx = 



1.3.5.7....(2f-3).[2(2£-l)-f x 2 ]' 

2N f 

1 . 3 . 5 . 7 .... (2e — 3) . [2(2* - 1) + x*] 

fe$t, refoectibe nan) ben Ungleichungen 

x* 2Z f -a + Z g 

^ 2(2e — 1) . [2(2*— 1) + x 4 ] ' 1 . 3 . 5 .... (2f— 3) ' 

„ x* 2N,~a + N, 

Zf s 2(2* — 1 ) . [2(2* - 1) + x 2 ] ' 1 . 3 . 5 .... (2« - 3) 

$u beurteilen. Unb $n>ar finb bie bur# obige Wormeln er« 
$altenen SBertlje oon slnx nnb cosx um y e nnb %, $u grof. 



©rtttf ber ÄöntflL Unit>frfltat«.5)m(f«ei ton 5. SB. Änntf« fa. (»retftoaib. 
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